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PRiEFATIQ. 


UM fapiffime eveniat ut Series adeo lente 
convergant ad veritatem , ut non magis con¬ 
ducant ad finem propofitnm quam fi revera 
ejfent divergentes; exhibui quadam Theore¬ 
mata in parte priore hujus TraBatus, qui¬ 
bus prompte acceditur ad valores earum Serierum qua om¬ 
nium lentijjime approximant: Et eo quidem confilio, ut 
Problemata qua dependent ex Quadi aturis, eodem jure 
pro folutis haberi pojfint quo ea qua reducuntur ad Ae¬ 
quationes affeBas. Hic enim non inquiro quanam Se¬ 
ries fent fummabiles 'iit ex titulo nonnulli forfan conjiciant) 
"(ed quibus artibus ajfequamur valores earum qua fnmmari 



nequeunt . 

Hujus generis TraBatum edidit Jacobus Gregorius in 
Appendice ad Veram Circuli & Hyperbolae Quadratu¬ 
ram tibi docuit modum facillimum approximandi ad 
Areas harum Cui varum ex datis perpaucis polygonis pau¬ 
ciorum laterum . Eoque pxfBermethocjum Exbauftionum 

' Archimedis 

v ot ronixy 











P R£ F AT I O. 

Archimedis expeditam adeo reddidit , ut fi eadem metho¬ 
dus pari cum fucceffu ad reliquas Curvas extendi poffet , 
frujlra impenderetur ulterior opera in eliciendis Areis . 
Quodque Gregorius ibi effecit in Serie polygonorum, idem 
fere nos hic generaliter proponimus in qualibet alia qua 
fimpltci gaudet Terminorum relatione. 

Newtonum hac de re olim meditatum fuiffe conjlat 
ex Epifiola ejus priori ad Oldenburgum qua impreffa 
habetur in Commercio Epiftolico Coli inii. Nimirum 
pojlquam computo produxerat Aream Circuli ad fedecim 
decimales , inquit , Si alias artes adhibuiflfem, potui per 
eundem numerum Terminorum Seriei, pervenifle ad 
multo plura loca figurarum, puta viginti quinque aut 
amplius: Sed animus fuit hic oftendere quid per fimplex 
Seriei computum pradtari poffet. Attamen inter [cripta 
ejus (haBenus Jaltem edita ) ne vefiigium quidem extat 
unde conjeBuram faciamus de hifce artibus , etiamfi in- 
fignem eas proferendi occafiionem naBus effet in hac 
ipfiffima Epifiola. In priori etiam Epifiola ad eundem, 
ibidem impreffa ,• narrat fe excogitaffe quadam circa 
ReduBionem infinitarum Serierum in finitas ubi rei na¬ 
tura tulerit: Qua Ji inter opera ejus pofihuma fuperfint , 
proculdubio huic doBrina lucem haud exiguam prabebunt: 
Nam Theoremata generalia qua valores Serierum exhi¬ 
bent accurate , quando id fieri potefi, in aliis cafibus ne- 
ceffe approximabunt , modo rite adhibeantur. 

Principium quod in hunc effeBum vulgo adducitur, efi 
Affumptio differentia duorum valorum fucceJJivorum ali- 
cujus quantitatis , ut exinde formentur Termini quorum 
fumma prius nota fuerat ,• idem fcilicet principium , quo 
olim uftis f/2 New tonus ad Ordinatam Curva deducendam 

1 ex 


preiatio. 

ex data rfrea. Quod licet fit univerfale in Quadratu- 
iis ejl particulare tantummodo in Summationibus ; 
quippe ad eas folummodo Series applicabikquarum 
Termini pojfunt ajfignari: quum tamen atque facilis Jit 
ajfignatio Summa atque Termini in tts Sertebus qua 
magna ex parte in Quadraturis prodire [olent. 

Fundamentum longe generalius fubminijlravit Metho¬ 
dus Newtoni Differentialis: Ille utique dejcnbit Curvam 
Parabolicam per extremitates quotlibet Ordinatarum fme 
Terminorum ; eaque ratione ajfignat valorem cujufvis in¬ 
termedii per Seriem infinitam ; qua tamen ad veritatem 
non accedet Ji Terminus ille longe dijlet ab initio. Ut ob¬ 
tinerem igitur Terminos Serierum remotijfimos, defcrtpp 
figuram Hyperbolicam per extremitates Terminorum ; b 
res fucceffit, prodeunte valore Termini quantumvis dijlan- 
tis, per Seriem convergentem. Sed & hoc Problemate 
generaliter foluto, non latuit cafus ejus facillimus, utpote 
inventio,Termini infinito intervallo dijlantis a principio; 
qua quidem aquipollet Summationi Serierum. Cate; um 
defcriptio Curva cujufcunque Geometrica per data puncta, 
imi tantum Serierum generi fujficit: mque alta funt in¬ 
numera nullatenus traBanda ex hoc fundamento. Nam 
valor Termini per Parabolam aut Hyperbolum inventus, 
non approximat nifi ubi differentia fecundum prafcripta 
Newtoniana fumpta confiituant progrejfionem celeriter 
fatis decrefcentem, 

Htfie perfpettis , me tandem contuli ad contemplandam 
Relationem Terminorum, proprietatem Seriei um maxime 
infignem & fimplicem y qua vulgo ad eas continuandas 
adhiberi [olet: Non enim ignorabam Moivrsum hanc 
Terminorum proprietatem fummo cum fuccejfu in Alge - 

bram 
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bram intr.oduxiffe, tan quam fundamentum ad difficillima 
circa Series recurrentes Problemata folvenda: Ideo que de¬ 
creveram experiri num ad altas quoque extendi poffet: 
Ghtod fane dubitabam cum tanta fit inter recurrentes at¬ 
que altas Series difcrepantia. At facio experimento , res 

prceter fpem fuccejjit , deprehendi enim Inventum hocce 
Moivr^eanum continere principia generaliffiima etiam 

fimpliciffima non folum in Seriebus recurrentibus , feci 
in quibufiibet altis , in quibus relatio Terminorum varia¬ 
tur fecundum legem quamcunque regularem. Nam Ter¬ 
minorum relatio y etiamfi fit variabilis, facile tamen affig- 
nabilis ejl: Atque exinde Summationes & Interpolationes , 
aliaque ejufmodi Problemata difficiliora perducuntur ad 
quoddam genus Aequationum, qua prater Radicem ex¬ 
trahendam involvuut alias quantitates incognitas qua ne¬ 
queunt eliminari; quo non objlante , harum Aequationum 
refolutio perficitur nonnunquam fumma facilitate, non- 
nunquam vero non fuccedit nifi mediantibus Moivraei In¬ 
ventis circa affignationem Terminorum in Seriebus recur¬ 
rentibus. Et de hoc argumento totus fere agit hicce 
Libellus. 

Problema de invenienda Uncia media m permagna 
dignitate binomii folutum erat a Moivraeo ante aliquot 
annos quam ego idem attigeram: Nec probabile efl 
quod in hunc ufque diem de eodem cogjtaffem, 'ni fug- 
geffijfet Speffatiffimus Vir , ZX Alex. Cuming, fe plu¬ 
rimum fufpicari an idem folvi poffet per Methodum 
DifFerentialem Newtoni. 


TRACTATUS 



INTRODUCTIO. 

UCUT Curvae non determinantur ex datUquotlihct 

cunque, numero tamen finitae, conftituere potiu 

"ademque iex 

"gS?uni • STta KSSg 

Differentialibus perinde ac Cartefius definivit Curvas Aquato Arateis; 
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2 INTRODUCTIO. 

braicis: quibus habitis Problemata circa Summationem & Interpolationem, 
aliaque iftiufmodi ad Series fpettantia folventur per Analyfin non minus 
certam quam eft Algebra vulgaris. 


De Relatione Terminorum . 


Termini Serierum binatim, ternatim, aut plures numero fumpti rela¬ 
tionem quandam magna ex parte inter fe obtinent fimplicem & obviam, 
per quam Series determinantur & producuntur ad Jibitum. Uc fi divi¬ 
datur unitas per i— x , prodibit progrefiio Geometrica in qua Terminus 
quivis confequens tft ad illum immediate antecedentem ut x ad unitatem. 
Per hanc enim Proprietatem Series i -f- x -f- x 2 -j- x* -f- x+ -f- X$ “J" &Ca 
ab alia quavis diftinguitur & producitur in infinitum. 

Proponatur fraflio —-^-- in Seriem refolvenda : illum in 

r -f sx -\~tx 2 


finem finge y ~ —;- - -—-; ac ducendo utramque partem in De- 

nominatorem, habebitur y x r -j- sx -f txx = i, vel y x r -f sx + txx 
— i =.o. Pro y fubftitue Seriem debitas formas A-f-Bx + C^ a + 
Dx 3 -f- Ex+ -f- F x 5 -f- &c. atque refultabit 


rA-(-rB 
— i-j-jA 



+ rD 

+ .E- 

1 +rF) 


*‘ + 'C 

•V3 + jD 

>X+-\- jE + &C. = O 

3 + 'Aj 

+ /B 


\ +'Dj 


Ubi ponendo membra homologa nihilo aequalia, ad determinandum 
Coefficientes aflumptos, erit r A — i — o, rB + jA-o; deinde rC + 
j B -{- / A =r o, rD-f-jC-f-/B=:o, rE-j-jD-f-zC^ro, &ficin 
infinitum. Ex quibus conflat eandem ubique prodire relationem inter 
tres quofeunque Terminos fucceffivos. Similiter ufurpando pro y Seriem 
hujus forma: Ax~- -f- B*~3 + Cx’t -j- Dx~s ~j~ & c . & fubftituendo 
eandem in iEquatione, refultabit 


/ A + ^B 

-i-j-jA 



x~ 2 


+ *D1 +/£] 

4-jCU“3 + jD U-4+ &c ;~ 0 i 
+ rB j + r Cj 


Atque jam ad determinandos Coefficientes, habemus JEquationes 

/A —1=0, /B + jA = oj tum rA +jB 4 -/C = o, rB-f-' c + 
iV — o, r C -jr st) + /E = o, & ita deinceps in reliquis. Ubi patet 
eafdem prodire relationes ac in computo fuperiore, fumptis tamen Co- 
efficientibus in ordine inverfo. Et quantitates r, s, /, quse indicant re¬ 
lationem Terminorum, easdem funt quae in Denominatore frattionis. 


Hanc 
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2, 3, &c. P ro Atque ad eundem modum Series # + + 

x x 4 _L *. * r jl & c . denotatur per hanc T = —— Tales Aquatio- 

nes reduci femper poffunt ad eas alterius generis: nam ubi Termini fune 
affignabiles, relationes eorum erunt etiam affignabiles. Et differentia 
inter has & illas raro tanta erit quin cuique tuto procedere licuerit prout 

fibi vifum fuerit. _ , 

Ex haftenus di&is conflat relationes Terminorum confequentium de¬ 
rivari ex iis antecedentium, feribendo pro z ejus valorem fucceflivum 

1 in Aquatione Differentiali. Proponatur Aquatio T' = T; 

feribe 2+1 pro z, T' pro T, & T" pro T'; atque orietur T" = 

z-]~n-\-i T / } e ft re i at i 0 i nter Terminos T' & T". In hac ulti- 
z -j— 1 

ma feribe valores variabilium confequentes z-f-i, T", & T", pro an¬ 
tecedentibus z, T' & T", & obtinebis 1 = —^ relati¬ 
onem utique inter T" & T'". 

Sed & contraria operatione regredi licet ad relationem Termino¬ 
rum antecedentium ex data ea confequentium. Sit Aquatio T"= 

i—- - — T', & in eadem feribe T pro T', T' pro T", & 

“ r 3 z * - r 3 z ~\~ 2 

2—i pro z; atque habebis T T. Hoc modo regredi- 

endo & progrediendo, poffunt Series continuari hinc inde in infinitum 
ubi earum natura tulerit: atque etiamfi ignoretur quinam Termini de¬ 
notentur per T, T', T", &c. inftituere licet fuper iis computum, tan- 
quam effent prorfus cogniti. 

Aquationes de quibus hadtenus egimus, involvunt duos tantum 
Terminos Seriei*, poffunt vero involvere plures, & tam Termini quam 
indeterminata 2 effe plurium dimenfionum. Ceterum in hoc fpecimine 
fimpliciores tantum attingo. 

De Forma ReduBione Serierum. 

Poftquam perduximus Series ad Aquationes Differentiales, monftran- 
dum eft qua ratione easdem fint refolvendae in numeris. Nam A- 
nalyftac munus eft quantitates quocunque modo determinatas eruere 
accurate vel quam proxime. Radices autem Aquationum Differentia- 
Hum commodiflime refolvuntur in Series formarum fequentium 
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A+Bz + C2:.2^i+D2.^i.^2 + E2.^.2:~. 2 “3-}-&c. 

. , B , C , D j_E_i &c 

2 ~^2.2+I "• 2. 2+1.2 + 2“* 2.2+1.Z+2.2 + 3 ^ 

Quippe ubi 2 eft quantitas parva, prior forma erit adhibenda; & po- 
fterior ubi magna. Et hae Series quae componuntur ex Fa&oribus in 
progreflione Arithmetica, longe magis idoneae funt huic negotio quam 
vulgares quae conflantur ex dignitatibus indeterminat* afcendentibus vel 
defcendentibus. Infuper forma pofterior hoc habet commodi, quod 
in eadem poteft efle 2 quantumvis fere magna, id quod efflcit Seriem 
celerrime convergentem. 

Sin vero harum Serierum formae per quaflibet operationes mutentur, 
debent revocari ad eafdem quarum prius erant, ut Termini reddantur 
homologi eorumque collatio inftitui poflit prout res exigit. Ut fi ha¬ 
beatur iEquatio fequens; 

T=A+ Bz + C2.zlli + Dz.zHT. zHi +E 2.2— 1.2—2.2— 3+&c. 
Eadem du£ta in 2 priftinam formam amittet, atque novam induet, 

proveniente fcilicet _ __ 

T2=AZ+B2'+ C2 t .zHT+ Dz j .2-1.2-2-}- Ez’ .2—1.2— 2.2—3 + 

Unde conflat Terminos ejus comparari non pofie cum correfponden- 
tibus in Serie priore. Itaque ut debita forma reftituatur, fic operor 


Az - - - - - - - =Ax, 

B**. z=3z-\-ftz z-i, 

Cz 1 , z—~i ----=* iCz T—i-pC& z—i.z—i t 

D z. 2 z—i .z—t - - = * * 3 Dz z—i.z—i-\-Dz. z—i-<z—i z _ 3 


— 3 = * * • ' * - - - 4E.C.2. i.z i.z —3-T&C. 

Adeoque colligendo Terminos homologos in unum, Series ad prifti¬ 
nam formam redufta erit 

Nimirum cum Terminorum opohoyix neutiquam pendeat ex Coeffici¬ 
entibus A, B, C, D, &c. fed omnino ex indeterminata 2, Terminus 

j^|. z P rimus in hac Serie com P arari P°teft cum B2 fecundo in 

altera, item fecundus in hac cum tertio in illa, & fic in reliq uis. 
Similiter fi in Aquatione priore T=A+Bz + Cz.x — i+Dz. 
— 1 + &c. feribantur variabilium valores fuccedentes pro prae- 
fentibus, hoc eft T' pro T, & 2 + 1 pro 2, emerget 
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T7=A+B7TI+C7^.z+D*++z.*-i 4 &c - 

Eft vero 

A.= A, 


Bt^-i.— B -|- B z, 

c—.2 ----=* zcz-f-cz.r^;, 

I ) r + 7 . 2 .“ - - = *--*- -3 Pz .*-» + D2 -*--'-~ 


E7+7.2.737.7-- - - *. 4 Ez -*-‘-* 


7 +&c. 


Et inde 


,_+A+ B 

—-I-B+ 2 C 



‘+4E} 2 - z “-*- i +5 F 



--3 + &C. 


Quas eft forma defiderata. . , 

Hem vero harum Operationum fundamentum. Quantitas reducenda, 
per multiplicationem reducatur ad Poteftates Indeter minat a; 2: dein o- 
perare ad modum Exempli fequentis. Sit * - iXs-h 4 quan¬ 

titas reducenda; finge 

X?X XM^=fc-i'i - i .* — 3 + bz.z —1^ — 1 + cz ^ — *+ 

Ubi maximus numerus Fadlorum in quantitate refoluta asqualis eft 


numero eorundem in quantitate refolvenda. Reducatur 
titas ad Poteftates Indeterminatae, fafta multiplicatione. 


2 4 + 22’ —II2 J —.I2Z = ^ 2 4 3 jp -~3^ 


utraque quan- 
& habebitur 



Atque comparando Terminos homologos, obtinebimus * = r, 

6^=2,r — 3^4-11^ = — u, J —f + 2^ —6a = _i2; ex quibus 
cruitur ,, £=r8 f=t,y = — 205 hinc fit quantitas propofita 

22 3 11Z 1 12Z=Z.x— i.i—i.»—38z.i— 1 .i-J-22.*—.i — 2 °^- 

Et ad eundem prorfus modum procedere licet in aliis cafibus. Bre¬ 
vitatis autem gratia, accipe regulam fequentem. Divide unitatem per 
Terminos hujus progreflionis continue, n — 1, n —2, n — 3, « 4 » & c » 

hoc eft, divide unitatem per n —1, & Quotum prodeuntem per;/—=2, 
& novifiimum Quotum per n —3, & fic porro. Tum Quotos omnes 
fic prodeuntes difpone regulariter in Tabula ut vides, rejedtis Dignita¬ 
tibus ipftus «, & retentis folummodo Coefficientibus, utpote qui foli 
huic negotio funt utiles j atque habebis 


Tabulatt 1 
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Tabulam priorem . 


F 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 ' 

1 

&c.' 


1 

3 

7 

l 5 

3 * 

63 

127 

2 55 

&c. 



1 

6 

1 

25 

90 

301 

966 

3 o 2 5 

&c. 


IO 

6 5 

350 

1701 

7770 

&c. 


1 

1 5 

140 

0 

VO 

0 

6951 

&c. 



1 

21 

2 66 

2646 

&c. 



1 

28 

461 

&c. 



1 

36 

&c. 



1 

&c. 



& c. 


Aflume jam pro Coefficientibus, numeros in columnis defcendenti- 
bus, & habebis valores Dignitatum fequentes. 
z =z, 

z* = z z . * —i, 

- 2 + 1 5^*—1+252.*—i.*_ 

Hac itaque Tabula femel habita, quantitas qualibet reducitur ad 
formam quaefitam abfque taedio computi. Proponatur ea hattenus re- 
du< 5 la z 4 -f 2z 5 -—ii — i2Z. Excerpe valores Dignitatum ex Ta¬ 
bula, eofque ducito refpe&ive in fuos Coefficientes —12,_ ij,4- 2 , 

& 1, atque obtinebis 

—122 = —122, 

—112* =—112—.112.“, 

+ 22* =4- 22-f62.^T7-|-22.~.^7, 

z4 = ~1~ z-\-jz.z— ^z— i-f-2.^— ^ 

2 4+2 2 ._ ii2 *- 122 _ _ 202 -(- 22 —8z.^rr.^iT-|-z.^.^ri.^3. 

Et valores membrorum in unam fummam collefli dant valorem to- 
nus ut jam prodiit. Notandum Seriem infinitam conflatam ex Digni¬ 
tatibus 
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tatibus Indeterminatas afcendentibus reduci non pofie generaliter in ali¬ 
am prasdidtas formas: nam quifque Coefficiens effet Series infinita. In 
Seriebus autem finitis, res fuccedit ut fupra oftenfum eft. 

Series etiam alterius formas fimiliter reducuntur. Fingamus enim 
efie quantitatem quamvis quaefitam 

“H*2.2+1 1.2+2^ z.2 + 1 ,z-(-2.z+3 ^ C ‘ 

Dein fi occafio poftulet inquirere valorem ipfius T fuccefiivum, fcribe 
2-J- 1 pro 2, & emerget valor fucceffivus 

A B C _D 

T — 2+1 ' Z+I.Z+ 7 "Ez+I.Z+ 2 .Z+ 3 "‘ Z+I.Z+2.2+3.Z+4 ‘ 

-&C. 

Et ut hsec Series reducatur ad formam prioris, operor ad modum 
fequentem, 

A _A__A_ 

2+1 . 2 2.2+1’ 

B ^ B 2B 

2+1.2+2 ’ * * ».»-|- i ”“^+ i .2:4-2’ 

C # C __ 3C 

2+I.2+2.2+3 * ‘ * 2.2+1.2+2 2.2+1.Z+2.Z+3 * 

2+I.2+2.2+3.2-J-4 .2.2+I.2+2.2+3"! - 


A , B-A , C—2B , D—3C 

Et habeo T = —+ + 2.2+1.2+2 ' 2.2+1.2+ 2.2+3 

Ubi nunc Denominatores iidem funt atque in valore ipfius T; eaque 
de caufa, inftituere licet comparationem Terminorum prout occa¬ 
fio poftulat. Hujufmodi autem Operationes fic demonftrantur. Pone 

——- a .—, exiftente a quantitate ftatim invenienda; tum 

2+1 2 2.2+T ^ 

ducendo in Denominatorem z.E+i, proveniet 2 = 2+1— a , five 
delendo utrobique 2, 0= 1 — a , & a = 1 ; quare fubftituendo unitatem 

pro ,, habebitur qn = T ~ + 7 ' Similiter fin S° z+T. 5+1 = 

——__ 1 7 _"i ~ T ) & ducendo in Denominatorem, ericz=z+ 

2.2+1 2.2 + I.Z-j-2 


2 — 
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(»' «=>tqm exi.dt q^EP=SEp-Sp3p- 

Proponatur jam 

jqri + z-l-2.3-|-3 + Z+2.2+3-2+4 +Z+2.2+3-Z+4-2+5 &C- 
quam reducere oportet in aliam debitae formae. Inftituatur operatio 
ut mox oftenfum, & invenies 

_ lA iPl 

* — X.X-pI ‘ X.X-pI.X-pl* 


A 

x-t-t 


B 


4 B 


*-f*-*-H 

C 


— x.x-\-i x.x-t-i. * 

*V._c_££_ 4 -&c 

x.x-j-z.x-^ x,*d-i,x-px.*+3^ 

- . . *-*-3-4—— — &c. 

xx-p i.*+i.*-t-3 


6A 


X+1.X+3.X-P4 

D 


x-fi *+ 3 -*+ 4 -M -5 ~~ 

Atque Series propofita, fub debita forma invenietur 
A B — 2 A C — 4 B 2 A D — 6C-4-6B _i_ & c 

Z Z.Z+I + 2.Z+I.2+2"t"2.2:+I.Z+2.Z-|-3^ 

Et hunc in modum inftituetur redu&io in aliis cafibus. Si fradlio 

reducenda fit -~r- , erunt duo membra in ejufdem valore, ut in Ex- 
Z ~T 1 

emplo fuperiore. Si fit —p,, erunt tria ’ ut in ^^P 10 pofteriore. 

Et in genere in valore ipfius ~j^r n debitam formam redu&i, nu¬ 
merus membrorum excedet numerum n unitate. Hic tamen fuppono 
n e fle integrum & affirmativum; nam fi fit fradtus vel negativus, va- 

lor fradtionis |_ ^ excurret in infinitum. 

Regula autem generalis pro hujufmodi tranfmutationibus ea eft quas 
fequitur. Duc Terminos hujus Progreflionis w, 1 +«, 2 + », 3 +», &c. 
in fe continuo, & Fa&a difponantur in Tabula fequente pro ratione Dig¬ 
nitatum numeri #, Coefficientibus tantum refervatis, & emerget 


"tabula 
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Tabula poflerior . 


II 


I 

I 








2 

3 

1 







6 

11 

6 

1 






24 

50 

35 

10 

I 





120 

274 

225 

85 

15 

1 




720 

1764 

1624 

735 

J 75 

21 

1 1 



5040 

13068 

x 3 *3 2 

6769 

1960 

322 

28 

I 

■ ■ -1 

40320 

109584 

105056 

67284 

22 449 

4536 

546 

36 

Z) 

&C. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 


Deinde fumendo Coefficientes ex columnis defcendentibus, obtine¬ 
bis valores Dignitatum, 


* __*_ i 1 j_*_i_- - - - _i_ 

' x..x.-y 1.&4-1 * z. z-\-i *-t- 3 - x d -4 



Et ita porro in reliquis. Adeo ut habita Serie ex dignitatibus cop 
polita, ea femper reduci poffit in aliam formae defideratae, ope hujus 
Tabulae. 

Vel propofita Serie ^ ~ 4 * pr + &c * fume Caeffici ' 

entes ex columnis tranfverfis, & ponantur 
a = A, 



= A + B, 

= 2A + ^B + C, 

= 6 A 11 B -{- 6 C -J- D, 

— 24 A50 B3/i C4“ 10 D + E, 

= i2oA-] r 274B-h 22 5 c + 8 5 I) + I 5E + F, 

&c. 


Atque- 
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Atque Series ex Dignitatibus compofita tranfmutabitur in fequentem 
debitas formae 

a b . £ i___ _ . . ' fec. 

Proponatur nunc Fraitio +7^7, primum ope Divifionis refolvo 

eam in Seriem vulgarem '.gy— ji+j;— ^ 7 +^— ^ c ' Unde 

A= i, B =—»,C=+»S D=_e', E=+* 4 , &c. &hifce-w- 
loribus fubftitutis, emergent 0= i, £ = i— c —2 3»-p» > “ 

0_.n» + 6« 2 — n\ &c. atque adeo 


T I _T-» Z-gg-f» 2 , 6— , ft( ._ 

c - r »*'™* x^fx " h &.*+! *+"» * *+ 1 *-+■ 3 *•*+ 1 • 1C + 1 *+ 3-*+4 

«<— «+K=V'+:-^? D+ & c. 


Ubi quantitates A, B, C, D, &c. jam defignant Terminos hujus Seriei 
more Ntwtoniano . Et patet Seriem abrumpere quotiefcunque eft n 
integer & affirmativus. In aliis Exemplis denotet etiam z mini¬ 
mum Fadlorem in Denominatore, & Series femper abrumpet hac me¬ 
thodo ubi ejus natura tulerit. Ut fi Fraftio fit Y r ^ r rp+ pono 


z — x_3, minimo utique trium Fattorum; tum erit x_z + 3 , & 

*+2 = 2+5: Atque evadet Fraftio a . z +!. g ^ flve “ultiplica- 


1 r 8 49 272 

one &aa > ~qr-qr-^ dividendo fic p _ -+—^7 + 

Ii±L_7448 £7969 _ &c _ Undeeft a=o, B=i, C= —8, 

%* z 1 z 

D rr + 49, E = — 272, F = + 1441, G = —7448, &c. Et exinde 
prodeunt a~ o, b ■= 1, r = —-5» dzzzii, e =— 12; at ^ & reliquas 
funt nihil: & per confequens abrumpit Series, exiftente accurate 

_ 1__ 1_. _j_ T * _ T ^- 

*•*+*■*+» in 1 *"t~3 1 *-l - i t 4 * r s’ 

In fra&ione quavis ^T+j^+^+^Tg^ fit z minimus Fadorum, 

adeo, ut a, b , c, &c. fint affirmativi, & fi fint quoque integri. Series 
terminabitur, alias excurret in infinitum. Ubi vero Series abrumpit, 
«adem inveniri potefl plurimis modis idque elegantius quam per regu¬ 
lam iuperiorem generalem: quippe a concinnitate alieniffimum eft, 

primo 
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Primo reducere FrafUonem finitam in Seriem infinitam, ut poftea ejus 
valor habeatur in Terminis numero finitis: quod nos hic fecimus ut re¬ 
gula generalis illuftraretur, non ut doceretur optima methodus quando 

Si in Tabula priore excerpantur numeri ex columnis afcendentibus, 
& ponantur 

a = A, 

b=z B —A, 

c zzz. C — 3 B A, 

d — D — 6 C —|— 7 B —»A, 

e = E — 10D + 25C— 15B + A, 

f — F — 15 E 4-65 D— 90 C-l-31 B — A, 


A , v ' _L& c 

Tum Series hujus formas z 

migrabit in hanc £ + ?+? + ?-+ &C ' qu* ex Dignitatibus 

componitur. ^ 

In hifce Tranfmutationibus nullam habuimus rationem Termini —» 

quoniam is abfque ulla Tranfmutatione ambigue pertinet tam ad Seri¬ 
em Dignitatum quam ad eam Fadtorum. 



E 


PARS 










PARS PRIM A- 

D E 

Summatione Sener uni. 



I N hac parce prima conatus fum abbreviare computosm 

1 Quadratura Curvarum, & in Problematibus etiam diffic- 
| lioribus, idque perveniendo ad valorcs Serierum mh- 
1 nitarum magis expedite quam per fimplicem additionem 
Terminorum ut vulgo fit. Haec quidem in cito con- 
bv^ W vergentibus abunde rem conficit, nequeuterioie opus 
eit artificio: attamen ubi lente convergunt immenfus plerumque labor 

« S”. SE».S*. Bg"r MSStoblm.»^ « 

mx fupputari queunt minimo labore ad plurima figurarum loca. 

A hriimoent quidem Series tranfmutat® ubi fummandac funt fumma- 
,., Ab L inbafu tranfmutatio evadet fummatio. Sed de Seriebus 
r e ’ hiiihus minus foUicicus fum eafque obiter tantum attingo, ut- 
fammab.libus mm prodire folent. Hic enim non operam 

colkjqav? in" eruent Seriebus^inutilibus qu* per obvia Theoremata 
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funt fummabiles, fed in eruendis Theorematibus per qus Series utiles 
expedite pofiint fummari ad tot figurarum loca quot ufus quicunque 
requirunt. 


De Sertebus Jimplicioribus . 

Non tantum Seriei convergentia fed & fimplicitas plurimum confert 
ad contrahendos calculos. Quapropter priufquam ad Tranfmutationes 
accedamus, fciendum eft Series New toni anas in Tradtatu de Quadratu¬ 
ra Curvarum, non 1'olum abrumpere ubi rei natura tulerit, fed & efie 
omnium fimpliciflimasi ubi excurrunt in infinitum, atque eapropter 
praeferendas efie iis quse inveniuntur methodo vulgari, fcilicet redu¬ 
cendo Ordinatas in Series convergentes, ut exinde computentur Are^. 

j • 

Sit #a-Tx<?+/*" 1 Ordinata Curvae, in qua x eft AbfcifiTa, e Sc 
f Coefficientes, atque 6-*r-i, a—* i, & * indices Dignitatum : pone 
r — s = * , & juxta Newtonum Area erit 

** 1 -.X S .fx' i+Jn/i* •etic^r Xrr 

^xT^PJx* — f A e r _|_i e r -\-2 e r+3 e 

tJbi A B C D &c. defignant Terminos* quemque in fuo ordine ab 

initio: fcilicet eft A=^X<?-W X " ’ re 9 r-j-i e 9 

& fic deinceps. Proponatur jam inventio Arcus ex dato Sinu refto x, 

vel quod perinde eft, Quadratura Curvae cujus Ordinata eft : 

haec ad debitam formam redufta fit x° x ‘ quae comparata 

cum Ordinata generali dat e=i ,/=—i, »j= 2, 6—i=o, a—t =— f ; 
adeoque G=i, A = et exinde s~i •, quibus valoribus in 

Theoremate fubftitutis, oritur pro Arcu Series 

A ^+^B**+4C^+ip^+HE^+&c. 

At fi Ordinata propofita prius refolvatur in Seriem per Theorema New- 
toni pro evolvendo Binomio, dein capiatur Fluens cujufque Termini, 
prodibit pro eodem Arcu Series 


.. I X I » , , 3X3n , , 

at- 4--Ax 1 —t" Bx * -f- 

1 2 X 3 r 4 X 5 1 


6 * 7 CX ' «X 9 


7 X7 Dy 1 4 -- - IX9 : Ex*-]- &e. 


iox ii 


Unde patet priorem longe fimpliciorem efie & proinde facilius continuari 
•in infinitum. Exempli gratia, fi Arcus quaefitus fit oftava pars totius 

Circum- 
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Circumferentias, ejus Sinus x erit aequalis v+ quo fubftituto, evadet 
Series 

Prior f + i A + -| B + 4 C +| D + T ' T E + &c. 

Pofterior V, +J T A + B +44 C + T y, D + ,V. E + &c. 

Quo in cafu prior duplici de ciufa eft praeferenda, tum quoniam per 
Fa&ores fimpliciores producitur, tum quia libera eft a numero furdo 
qui reperitur in poftcriore. Attamen ubi * eft quantitas rationalis, St 
fimul xs/ 7 ~xx irrationalis, Series pofterior eligenda eft, modo fit x 
magnitudinis ufque adeo contemnendas quas efficiat Seriem celerrime 
convergentem i hac enim ratione evitatur extradtio Radicis quadrata*. 
Infuper fi fit x= 1, necefife hab emus recurrere ad fecundam, quoniam 
in illo cafu evanefcit quantitas Vi-xx, in quam prima multiplicatur. 

De Seriebus qua celerius convergunt . 

Ubi quantitas indeterminata, crefcente ea qute defideratur, cito 
evadit praegrandis, & tandem infinite magna; Termini Seriei ex illa 
compofitse erunt alternatim negativi & affirmativi, & approximabunt 
lentius quam ubi indeterminata ultra data'm magnitudinem crefcere ne¬ 
quit. Ut fi quaeratur Area vel Arcus circularis, melius eft adhibere Sh-* 
num redtum qiri nequit-effe major Radio, quam Tangentem quas cito 
excrefcit in immenfam longitudinem ; ut olim obfervavit Newtonus. Ec 
e contra prasferendas funt Tangentes in Hyperbola, utpote quas da¬ 
tam magnitudinem fuperare nequeunt, fed continentur intra determi¬ 
natos limites, eofque fatis ardtos. Sed qu« hic diximus, non impedi¬ 
unt quo minus Area vel Arcus, magnitudinis mediocris vel contem¬ 
nendas, poffit exquiri prout cuique vifum fuerit: nam differentia tan¬ 
tum eft notabilis in iis cafibus in quibus quantitates quasfitas funt ina- 
gn;e. Atque Series quarum Termini funt per vices negativi & affirma¬ 
tivi funt magis tractabiles quam alteras, ubi de Summatione agitur. 
Quas autem hic didta funt de Curvis binomialibus, obtineat quoque in 
iis fuperiorum nominum. 

Verum quidem eft Series celeriter convergentes multifariam inveniri 
poffe, adhibita Methodo differentiali Newtomana* Sed quo magis con¬ 
vergunt eo magis folent effe compofitas: quapropter prasfero fimplicio*» 
res etramfi lentius convergentes. 


Di 


F 


i8 
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De Summis fuccejjivis. 

Per Summam fucceflivam intelligo quantitatem quae fucceditSummre 
omnium Terminorum, quando Termini fubfequentes deveniunt in loca 
antecedentium. Ut fi Summa fit T+T' + T"+ T'"+T iT +T v -|-&;c. 
fcribe Terminos pofteriores pro prioribus, & habebis Summam fuccef- 
fivam T' —T" —J— T"" —J— T iv T v &c. in qua denuo fi fubftituantur Ter¬ 
mini confequentes pro antecedentibus, proveniet Summa T" +T'" + 
T iv +T r + T vi + &c. quaefucceditnovifllmas; & fic deinceps. 

Hinc fi S, S', S", S'", &c. denotent Summas fuccefiivas, erunt 

s = T+r+r+r+Tiv-i-&c. 


S' = - - T , +T / ' + T , " + T i ^+ &C. 

S" =.T" + T'"+T iv -J- &c. 

S'"=.T'"+T* + &c. 


Hoc eft, fi a Serie quavis infinita fubducatur primus Terminus, & 
a refidua fubducatur etiam primus Terminus, dein ab ea quas relinqui¬ 
tur rurfus fubducatur primus Terminus, & fic ad libitum; Series hoc 
modo gradatim mul<5latas primis Terminis, erunt Summas fuccelfivae; 
hoc eft, 

S = S_T, S"= S'—T', S"'= S"—T", &c. 

Vel S' =S — T, 

S' — S — T — T', 

S'"= S — T — T' — T", 

S[ v — S_T_T'—T"= T'", 

&c. 

Hic locuti fumus de Summis Terminorum omnium in infinitum, qus 
incipiunt ad datum quemvis Terminum; nam quicunque Terminus fit 
T, S erit Summa ejus & omnium fequentium, item S 7 erit Summa ip- 
fius T' & omnium reliquorum. Hasc quidem obtinent ubi agitur de 
Summa Terminorum numero infinitorum : Attamen ubi agitur de Sum¬ 
ma Terminorum quorum numerus eft finitus, S erit Summa Termino¬ 
rum omnium abinitio ad datum quemvis Terminum T, & S' erit Sum¬ 
ma eorundem Terminorum dempto T, atque S" erit Summa eorun¬ 
dem demptis duobus T, T', & fic in reliquis. 

Hinc in Summatione Terminorum a dato quovis Termino ad infi¬ 
nitum, fi z fit longitudo Abfcififas quae correfpondit Summas S; tum 
£-4-1, 2 + 2 , z+ 3 , &c. erunt longitudines ejufdem refpe&ive cor- 
relpondentes Summis fucceflivis S', S", S", &c. Et e contra in Sum¬ 
matione 
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matione Terminorum a dato quovis ufque ad initium Serid, longitu¬ 
dines z—1, z—2, z—3, &c. refpondebunt Summis S, S , S , &c. 

dummodo ipfi S refpondeat Abfciffa z. Nam in primo cafu diftantias 
Summarum ab initio perpetuo increfcunt incremento Abfciffas, decref- 
cuntque eodem decremento in pofteriore. 

Sit S S' Curva quasvis cujus Afymptotos eft a b , eique parallela Ab- 
fcilTa AB. Dividatur Abfciffa in partes innumeras inter fe asquales AB, 
BC, CD, &c. Et a pun&is divifionum A, B, C, D, &c. erigantur per¬ 
pendicula’ad Afymptoton, decuffantia Curvam in pun&is S, S', S", &c. 
Afymptoton vero in a, b> c> &c. A pun&is S, S , S'", &c. ad Ordi¬ 



natas proxime antecedentes ducantur S'as, S"/ 3 , S y, S 1 ^, ^.paral¬ 
lelas Abfciffae; adeo ut S«, S% S"y, S'"cf, &c. fint differentias Ordina¬ 
tarum tam earum quas extenduntur a Curva ad Afymptoton, quam illa¬ 
rum quae a Curva ad Abfciffam porriguntur. Igitur Ordinatae inter¬ 
ceptae inter Curvam & Afymptoton exponent Summas, & ditteren- 
tije pergendo ab iifdem in infinitum exponent Terminos. Hoc eft, n 
e S iv defignet Summam, fuccedentes erunt fS v , g S V1 , qua¬ 

rum differentia * S iv , £S V , „S vi , &c. in infinitum funt Termini quo¬ 
rum Summa eft eS iy . Et fimiliter fi ES ir , DS", CS", &c. defig- 
nent Summas fuccefiivas, quarum prima eft E S iv , differentias ante¬ 
cedentes i S"', y S", &c. exponent Terminos numero finitos pergentes 
ab Ordinata ES ir ufque ad initium Seriei. Summatio igitur Serierum 
■* redu- 
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reducitur ad inventionem Ordinatarum ex datis earum Differentiis, 
Sed notandum oportere Summam ultimam efie nihil in utroque cafuv 
quod femper fiet quando Curva tranfit per pun&um A in Abfcifla, & 
fimul habet ab pro Aiymptoco. ITasc cautio adhibenda eft ut Summie 
inveftigandae per methodos tradendas, fint veras, correttione minime 
indigentes, ut faspiflime fit in quadratura Curvarum. 


Propositio I. 


Si Termini alicujus Seriei formentur fcrihendo numeros 
i, 2, 3, 4, j, &c. pro z, in Quantitate A^Bz + 
C z. z—i + D z.z—i.z—2,-f-Ez. z—i.z-x. z—3 + &c. 
tum Summa Terminorum ab initio quorum numerus 
eft z, erit 

Az-|-x-+*i * n 4 i-j-^Dz.x,—i.c—-i—3 4 - &c. 

Ubi notandum eft quantitatem z-\-i duci in totam Seriem quas eam 
immediate fequitur. Propofitio autem fic demonftratur. Finge Sum¬ 
mam S zs A z — z'-\- l in a Bz-|—-|-Cz. z .— i—|{— ^T)z.z. —i.*, — 2 —&c. 
live S = Az-|- i.z.* — -{- & C> 

Dcin fcribe valores variabilium fuccedentes pro prefentibus; hoc eft* 
S—T pro S; &z—1 pro z; atque obtinebis S_T = Ar^ 7 -j-^ 

1 . —(rr-7 c Z, 1 -- I 2 -J -2 D Z.* — 1 —z 3 -j- &c. fubdu- 

cito nunc hanc iEquationem de priore, & manebit T = A-)-Bz-|~ 
Cz.t—1 4 ~Dz.s — x .a; — i -j - Scc. Unde e contra fi detur hic valor 
Termini ut in Propofitione, Summa erit ea quse affignata eft. Infuper 
hasc Summa evadit'nihil qyando eft z nihil: adeoque conftat Theore-. 
raa. Q^E. D. 

Exemplum L 


Detur Series numerorum naturalium 1, 2, 3, 4, 5, & c . hi for¬ 

mantur fcribendo 1, 2, 3, &c. pro z, in ipfa quantitate z, quam ita¬ 
que comparans cum Termino in Theoremate, erit A = 0, B=i, & 
C, D, E, & fequentes nihil; quibus valoribus fubftitutis prodit Sum¬ 


ma x-f 1 in 1 z, five 


zz-\-z 

2 


pro aggregato tot Terminorum Seriei' 


propo* 


3 
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propofitae quot funt unitates iri z. Ut fi fit 2 = 6 , proveniet 2 —* 

pro Summa primorum fex Terminorum. 

Exemplum II. 

Detur iam Series numerorum imparium t, 3. 5- 7» 9' &c ' h ‘ 

mantur fcribendo i, 2 , 3 , 4, &c. in Quant.tate az-r iit&, -i+n, 

quas comparata cum vaiore Termmt generali, dat A-1, 

C, D, E, &c. nihili quibus fcriptis in Summa, emergit z -j- *-r 1 

in — t vel 22 pro aggregato tot Terminorum quot numerat z. At¬ 
que \a quidem fe res habet in cafu prsfente, nam Summa fucceffi- 
vas funt Quadrata numerorum naturalium. 

Exemplum III. 

Summanda fit Series Quadratorum i, 4 . 9 - l6 > 2 5 >. 3 6 > 49 '> 

formantur exprefllone z z. Per ea quas in Introductione * p —_ , 

quantitas zz redudta ad formam Theorematis, evadit s-| -z. z. i * 


adeoque A = o, B=i, C=i, & inde fit Summa i+ i ‘«T + 
z.z.-]- 1 . i z.4-1 


hoc eft 
7-8. 1,5 


2 1 3 

__ . Exempli caufa, fcribe ^ pro z, & habebis 

— !40, quod eft aggregarum feptem Terminorum, 

Exemplum IV. 

Proponantur nunc Quadrata numerorum imparium i, 9» 2 5, 49» 8 ?‘> 
i 2 i, i 6 9 , &c. eademformantur fcribendo i, 2 , 3 v4» &*; Tucceffivein 

exprefiione 1-C42Z— 42, quas fic fcripta i- 4 - 4 2 -.~ — *» j. at ^ r ’ 
B=-.o, C = 4, D, E, &c. nihil: & hifce. fubftitutis, prodit Summa 

_ „ 42* — z 

inf2a- 1 , live--—. 

Exemplum V. 

Si dentur Cubi 1, 8, 27, 64, J25, 116, &c. qu os affigna t z 3 , re 

durirur z J ad debitam formam 2 + 3z.a— 1 +~ — ‘-*- 1 » eritque 
A~o,B=i, C = 3 , D = 1, re liquas que erunt nihili & propterea 
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eft Summa in 4. z -J- _z, * —74*’{-2.i — 1. z^~ 2 r quas 'concinnata 

evadit — X z-p' . Et hinc conflat Summas horum Cuborum effe 

4 

Quadrata numerorum 1, 7,, 6, io, 15, &c. fcilicet Triangularium. 


Sc H OLI O N. 

Htijufmodi Series facilius fummantur per Terminorum 'Differentias : 
defignent enim A, A2, A3, &c. Seriem lum¬ 
inandam ; collige Terminorum differentias pri¬ 
mas B, B2, B3, &c. fecundas C, C2, C3, &c. 
tertias D, D2, &c. & fic porro ufque dum perven¬ 
tum fuerit ad ultimam quae hic eft E: & Sum¬ 
ma Terminorum cujus numerus eft z, erit 

A 7 +b 7 X—-+C 7 X—x—+I> T X- 

&c. 


A A2 A3 A4 A5 
B B2 B^ B4 
C C2 C3 

D D2 
E 

—1 z—2 z—3 , 

r x—x—+ 


Sed notandum eft quod differentiae fumi debeant auferendo priores de 
pofterioribus, hoc eft, ponendo B = A2— A, B2=A3 — A2, &c. 
tum C = B2 — B, &c. Hujus autem demonftratio pendet ex methodo 
differentia!i Newtojriatid. 

Proponantur Series 1, —1, o, 8, 

27, 61, 114, 119, &c. & colleflis dif¬ 
ferentiis ad modum fupra expofitum, 
invenietur A —. 1, B =— 2, C — 3, 

D = 4, reliquas autem nihil funt, ade- 
oque evadit fumma 


— 1, o, 8, 27, 61, 114, 190» 
—2, i, 8, 19, 34, 53, 76, 

3>7> XI > J 5* 2 3> 

4> 4» 4? 4» 4 j 


7 -2X 7 X —+3X T X 

quae in ordinem redafta fit : -g- 

tur feribendo 0,1, 2, 3, 4, &c. in quantitate 


7" x ~ +4X7-X— x 
IT 3 .Z--*'2.Z.Z+2 


-2 Z—? 

X- 


3 ' 4 

Series autem forma- 
42’—» 3 zz—.13Z-L6 


Propo- 
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Propositio II. 

Si Termini cujufcunque Seriei formentur fcribendo nume¬ 
ros quo/vis unitate differentes in Quantitate 

_A_ __B_,_ C _D_ 

2.2+1 + 2.2+1.2+2 2.2+1.2+2.2+3 2.2+1.2+2.2+3.2+4 "* 

gfc. Summa omnium Terminorum in infinitum , incipi¬ 
ens ad datum quemlibet Terminum erit 

A B __C__D_ &c< 

2 * 2 2.2+1 * 3 2.2+1.2 +2"^ 42.Z+ 1 .2+2.2 + 3 ' 

Pone Summam S = 

A , B C __JD__ , &c 

2 r 22. 2+ I ”'32.2+1 . 2+2 ' 42.2+ I .2 + 2.2+3 1 

Tum fcribe valores ipforum S &c z y confequentes pro antecedentibus, 
hoc eft S_T pro S, & z-\- 1 pro z, quoniam jam agitur de Termi¬ 
nis numero infinitis: & proveniet S—T — 2 ~'j l „ | , + 

C D 

.—s-j-r- +-5-j-j-r— + &c. Haec Aquatio fub- 

3.2+1.2+2.2+3 I4.Z+I.Z+2.2+3.2+4 1 

A B 

dufta de fupenore, relinquit T = ^7^7 + i. 2+1.2+2 + 

£^+TTz+ 2.2+3 + 2.2+1.2 + 2. 2 + 3.2 + 4+ &C ’ Unde C 
contra fi detur hic Terminus, Summa erit ea quae in Propofitione afiig- 
natur. E. D. 

p 

Corollarium 1. Si Terminus fit " z _^_ I -+ 2 -+3 , 2 + 4 .&F.’ r ^ ,CC Ul - 
timum Fa&orem, dein divide refiduum per numerum Fadtorum qui re- 

linquuntur, atque habebis Summam Terminorum. Sit Terminus jrrrp» 

A 

rejice ultimum Fattorem 2+1, & manebit —; quumque unicus fit Fa- 

. A ' . ^ . 

ttor refiduus 2, erit — Summa omnium Terminorum. 


Sit 
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Sic jam Terminus conflans extribus Fa&oribus-i-r- . reiice ul- 

:Z.Z+I.Z-}-2 , J 

g 

timum Faftcrem z+2, & reflabit quae divifa per 2, numerum 

g 

utique Fa&orum qui relinquuntur, exhibet - - z j^_ l P r0 Summa. 

C 

Similiter fi ex Termino ~ €x q ua t uor Palloribus con- 

flato, rejiciatur ultimus z + 3, & refiduum dividatur per 3, obtine- 
bitur Summa jZZ+TZfz 

Si Terminus fit —, rejice Fa&orem z, & quoniam nullus reflat, di¬ 
vide A per Nihil, & habebis pro Summa Quantitatem infinite mag¬ 
nam, uti notum eft. Et hac de re primus quod fciam egit D. 'lallor 
in Methodo Incrementorum. Eadem etiam fufius & elegantiflime tra¬ 
ditur a D. Nicol in Aliis Academiae Regiae Parifienfis. 

Corollarium 2. Per ea quae hac fuper materia habentur in Introdu- 

Ilione, conflat Teihninum quempiam ~ ~ | |~ ~8cc re ^°^ 

vi femper pofie in Terminos duos forte aut plures fummabiles & nume¬ 
ro finitos, quando a, b, r, &c. funt numeri integri i in illo igitur cafu 

r 

Seriesfummabitur. Ut fi Terminus fit — -, idem refolvitur in tres 


z.z+3’ 


Terminos fummabiles - 


Un- 


’ Z.Z-|- 1 Z.Z -\~1 .Z-]- 2 Z.Z-j-1 .Z-|-2 .Z-j-J * 

II 2 

de per Corollarium praecedens, erit Summa -— 

quae fimul jun&a funt ^>-\-9z 2 -\-‘oz ' ^ Terminus fit hu- 

rt + £z a + rz 3 -Wz 4 + &c. n . r 
jus formae ZmZ+atZ+bm ^ c , z J^ d .6u:. Scncs famma bitur, dummo, 

do a, b , r, d, &c. fint integri, & numerus Fa&orum in Denominatore, 
ad minimum binario excedat altiffimum ipfius z dimenfionem in Nu¬ 
meratore. Sed excipio cafus in quibus duo aut plures Faltores in 
Denominatore fibi invicem aequantur* in illis Series non funt fumma¬ 
biles. 

Exemplum 


i 




Summatio Serierum. 


2 * 


Exemplum T. 

Proponatur Series fummanda V. 4T7 4T7TK) Y. 1 o. 13 
—L—_ + _L_ & c . Termini hujus Seriei aflignantur quanti- 

tate 3z 2 Z ^ 3 . 2 £jp 6 ’ uti P atebit fcribendo pro 2: fuccefllve -f, i-f, 


’T-3f. &c - id hk * undefitSumma 5 4 T.q=T' 

Nam in eadem fcribendo pro 2 valorem fuum primum f, prodibit ^ 
pro Summa totius Seriei. Si fcribaturpro 2 valor fuus fecundus i-J-, pro¬ 
dibit ~ 4 t pro Summa totius Seriei dempto primo Termino. Si pro 2 
fcribatur valor fuus tertius 2f, prodibit pro Summa totius Se- 
riei demptis primis duobus Terminis. Et fic in infinitum. 

Exkmpt.um JT. 

Proponatur Series 7^+7^ + p6 + P 7 + J 78 + &c - Termi ' 
ni hujus aflignantur quantitate » * n qua oportet fcribi i, 2,3, 

4 , &c. fuccefllve pro 2. Quantitas autem —reducitur in tres Ter- 
minos fummabiles nempe £^7-’ 

Unde erit Summa -7-77^7+ 3 z ; z +~ z +2' five P T z 4 -1 . zlf 2 ' 

Jam fi vis aggregatum omnium omnino Terminorum, fubftitue in Sum- 
. 2 JU 64 -2 

ma unitatem pro 2, & obtinebis - ^ , id eft pro valore Se¬ 

riei propofitas. 


3 * 1 • 2 • 3 
Exemplum III* 


Detur jam Series 7 p^+pPP+ f + 

ubi Numeratoresfunt Quadrata numerorum naturalium j 
H Terminus 
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Summatio Serierum. 


«y«r 2 ~ 1j 

Terminus quilibet in genere aflignahitur expreftione — | - - 2 z-p3*' 

exiftentibus 2, 3, 4, 5, &c. valoribus indeterminatas fucceflivis. Et 
quantitas illa refolvitur in tres Terminos fummabiles fcilfcet - —- 

z.z+L+1 + £ 2+ J-fa. 2 -j r 3 : & inde Summa + 

16 6z 2 —— 7,Z-\- 2 

3 Z.z'+I.Z-|- 2 ’ h ° C 611 6 . Z .Z+ ' .: Z +2 » ‘I 01 fl fubft ‘ tUaS 2 P r ° 2 > 

habebis ^ pro valore Seriei. 

Exemplum IV. 

1 ■ 2 7 , » 343 


Quaeratur valor Seriei ■ 


1.2.3.4.5+2.3.4.^ "T 3.4.5.6.7 "I" 4.5.67.8 
&c. ubi Numeratores funt Cubi numerorum imparium 1, 3, 5, 7, &c., 
Pofitis jam 1, 2, 3, 4, 5,. frc. valorjbus ipfius z fucceflivis, Termini 

8z ^ _ 1 22 1 J— 62^— 1 

aflignabuntur per expreffionem z-\-i z-f-4 * re ^°^ Cur 


+ 


2 . 2 -}- 1 


84 , 

S.Z+I .2+2 "1" 

729 


3 86 _ 


2.2+1.2+2.2+3.2+4' 

386 _ 729 


2.2-J-I. Z + 2.Z-f-3 

g 

n-. Igitur eft Summa — — 


—4 

2Z.Z —J— I 1 


_ , _, n 96z 3 -}-72z a -} -8oz —3 

OCe ’ I 22.2-4" 1 2 **-f"3 * 1D 

qua fi feribas primum valorem ipfius z, id eft, unitatem pro z, inve¬ 
nies eflfe valorem Seriei* 

Exemplum V. 

Proponatur Series p + p+p+p+p^-J- &c. quam in* 
venit Vicecomes Brounker pro Quadratura Hyperbolae •, Terminus qui¬ 
vis in genere aflignatur per exprefiionem j-7, ubi valores ipfius z 

42.2-1-5; 

funt *!> 2J, 3y, Scc. Et quantitas redutta ad formam fummabi- 
lem evadit 


42.2-}-1 



Summatio Serierum. 


1 • 3 


1 - 3-5 
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-+&C. 


JTTP+bcfti- 'i Z~+itz.i+i.z + i-*-V -3 + 3«-«+ I -* + l ;*+3* + 4’ 
Excurrit quippe in Seriem infinitam propterea quod differentia Fatto- 
rum eft numerus frattus in expreffione affignante Terminos; noc uti¬ 
que indicium eft Seriem non effe fummabilem. Regrediendo autem a 
Termino ad Summam, habebitur 


*-3 


1 «3 *5 


4 5 + l67S+l +48^+ l[ Z -fl^l 2 Sz.Z+l .2+2.2 + 3 + &C ' 
Qu^e eft Series eo citius convergens quo major eft z. Sed ob facili¬ 
orem Gomputum pone A——, 


B _ 3 B 

2Z—2* ^ 2Z-)-4’ 


D = - 


F = 


oE 


22-4— 2' -«-P4' . * '22 + 10’ 

&c. atque erit Summa, A + { B+f£ + i P+|E+ &c. In quali 
pro 2 fubftituatur primus ejus valor 2> habebitur valor totius Seriei 
iummandas: fi pro 2 fubftituatur ejus valor fecundus,! proveniet Sum- 
ma omnium Terminorum dempto primo-; fi pro z lubirituatur ejus 
valor tertius, proveniet Summa omnium- exceptis primis duobus, & 
fic porro. Subftituo igitur pro z valorem fuum decimum quartum 
12' ut z fit fatis magna ad efficiendum Seriem celeriter convergere; 
& habeo A = T ',, bL ■ .A, C=*B, = = *D. F = 

^E, &c. quo in cafu Summa A+ I B + iC+,D+ &c. tequabi- 

f lir 1 i 1 _i_ —L-L. & c . toti utique Seriei fummandas 

tur 27 .28^29.30^31 .3^ c 

demptis primis tredecim Terminis. Horum iguur Summam quae¬ 
ro per additionem, invenioque fore .674285961. Dem ut obtineam 
Summam reliquorum, calculo eruo A, B, C D, &c ad tot deami»hum 
loca quot eft animus; eofque inventos divido rei^edive per i, 2, 3, 4,, 
5, &c. ut vides, jy , . ' 

.018518519 


A = .oi85i85i9 

B— --63&570 
C= - 61797 

D= - - - 9363 
E= - - - 1873 
F = - - - 455 
G= 12$ 

H= - - - - 41 
I == - - - - i4 


- 319285 
20599 
2341 

375 

y6 

1 8 

5 

1 

.oi88fti2iO' 





28 Summatio Serterum. 

Eoque pa&o obtineo .018861219 pro Summa Terminorum omnium 
poft decimum tertium; hasc denique adje&a aggregato initialium pri¬ 
us invento, conficit .693147180 pro valore Seriei fummandae, id eft, 
pro Logarithmo Hyperbolico binarii. 

Quo plures Termini fub initio colliguntur, eo citius converget Series 
quae dat Summam reliquorum, propter 2 tanto majorem. Atque hujus 
methodi prasftantia in eo maxime enitet quod addendo Terminos ag¬ 
gregato initialium, 2 tot unitatibus augeatur, qua ratione Series trani- 
mutata ad libitum fere converget. 

Quod autem in praxi impofiibile fit afiequi Summas harum Serie- 
rum per meram colledtionem Terminorum, patebit ex computo fe- 
quente; ubi habetur Summa centum, mille, decies mille, & fic por¬ 
ro ufque ad decies millies centena millia Terminorum. 


-- N 


Summae 


100 - 
1000 • 

IOOOO - 

100000 - 

1000000 
10000000- - 
100000000 
1000000000 


J /.690653446 

1.692897242 
1 .693122181 

Terminorum/^93*44680 

.693I4693O 

- 6 93*47 l S5 
.693147178 
^693147180 


: 


Ex hoc calculo conflat centum Terminos dare Summam accuratam ad 
duas figuras; & gradatim decuplum Terminorum numerum colligen¬ 
do, lucrari praeterpropter unam tantummodo figuram: adeo ut fi quis 
vellet eruere valorem hujus Seriei accuratum ad novem figurarum lo¬ 
ca, nulla arte adhibita praeter additionem, requirerentur circiter decies 
jnillies centena millia Terminorum. Et haec Series convergit longe 
celerius quam alias quamplurimas, quarum valores funt Quantitates 
finitas. 

Exemplum VI 

Summanda fit Series ubi Denomi- 

natores funt Quadrata numerorum 1, 2, 3, 4, &c. & Terminus in ge¬ 
nere 22 : reduftus in formam fummabilem, evadit 




Ergo Summa = 


&e. 


-2.3 


'2Z.2+lf 32 . 2+Ii2 ^. 2 i-^247 Tz-|-?.24-3 + &C - 

Quas 
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1 A 2B ^ C 

Qu* ponendo A = ~, B = rqr l> C = £p D= 

E = 2 ^j_—, -}-&c. evadit A 4"j B-f-— C-J-~ D-J-&c. Jam fi 

pro 2 fubftituatur ejus valor decimus tertius 13, habebitur Summa 
omnium Terminorum in Serie fummanda poft decimum fecundum j quo 

in cafu erit A =— , B = — A, C=— B, D = ^C, E — ^ D, &c. 

EtA+^B + i-C+iD + &c. erit Summa Terminorum 

1^9+756+^+46+ &c ' Com P utus autem Cc k habet 


A = , 

.076923077 

.076923077 

B = 

- 5494505 

2747252 

C = 

- - 732601 

244200 

D — 

- * *373 6 3 

34341 

E = 

- 32321 

6464 

F = 

-8978 

1496 

G = 

“ - - 2835 

405 

H= 

- - * - P9 2 

124 

I = 

...-378 

42 


- - -- 155 

16 

L = 

.... 67 

6 

M= 

- " - - 3 ! 

3 

N = 

.... 15 

I 

•07995 7427 


Unde prodit .079957427 pro Summa Terminorum 7^ + ^ + 


— -|-&c. quas adje&a aggregato duodecim initialium, fi ve 1.564976638, 
225 

conficit 1.644934065 pro valore totius Seriei 1-J-75 

Convergit autem haec Series minus celeriter ea Brounkeri in Exemplo 
priore. 


I 


PROPO; 


3 o 


Snmmatio Serierum, 


Propositio III. 

Si Termini cujufvis Seriei formentur fcribendo numeros 
quofltbet unitate differentes pro z in Quantitate 


—i— i - ■ ‘ , d 

2 . 2+1 ^ 2 . 2+1 . 2 + 2 + 2 . 2+1 .2 + 2 . 2 +^+^- 




erit Summa aqualis **+» m 

—-j. A * 1 '—^ a_ ( d—iCx 

1 —X.Z ,—X.Z.Z+l 1 I _»wfl, 2+2 + 1 ^. 222 + 1 . 2 + 2 . 2+3 

Quantitates A, B, C, D, &c. defignant Coefficientes Terminorum 
pracedentes eos in quibus reperiunturs fcilicet eft A= - 
r _ t—Ax c—aBa # s I—X ’ 

— 1—a ’-1 .v ’ “ c ‘ & fic P orro - Excipio autem cafum in 

quo eft a- squalis unitati: ubi hoc accidit. Series fummabitur per Pro¬ 
mam ' Uperl0rCm - Hem vero demonfttationem. Finge Sum- 

S=a‘+’ !n — O-—— _L__£__ 1 D 

2 ^ 2.2+1 ^ 2.2+1,2+i -r —+ , ,2—]— Z .2—|—^ + &C. 
deinde fcnbe valores variabilium fuccedentes S—T & 2-I-1 nrn an 
recedentibus S & 2 refpedtive, atque habebis + P 

S_T =**+•+« in 

A , B C _ D 

2+X "T 2+1.2+2 + 2+1,2+2.2+j + 2+I. 2 +ZI+p+^ + &C. 

Hoc eft, S = a t+ ” i n 

jft* . B * | _ Ca , Da 

2+1 T2+I.2+2 ++1.+2.2+3 + 2+J.r+2.2+ 3 .2+5 + &c - 
quas redudta ad formam ipfius S, evadit 
S-T = x*+ n in 

— -L- B a ' A* . Ca— 2 B.y .3C* 

Z 2 . 2 -J-i 2 . 2 -J-I. 2-|-2 > z .^-f-I. 2 -}- 2 . 2-(-3 "f" 


Subdu- 



Summatio Senerum. 


3i 


Subducito nunc valorem ipfius S —T a valore ipfius S, & relinque 
tur Terminus 

~ z-\-n . 

T = * 1 m 

— x 1 Bi~ x~|~Ay Ci— a-|-2 B.y D[— 

2 ' 2.2-|—I “^2.2-|-I.2-P2”r2.2-}-I.2>(-2.2-|-3 


,+&c. 


I II .11 — I J 

Hic denique valor ipfius T collatus cum illo in Propofitione, dat 

Ai— X =za t B 1 — x -]- A x — b y Cf—x-j-iB^crrr, & ita porro. Quae 
Aquationes exhibent valores Coefficientium ut fupra. Quare valor 
Summae redte affignatur. QA. D. 

Exemplum I. 

Summanda fit Series 1 -J—j / + —/* -f- y / 3 -f-— / 4 -|-&c. Aqua¬ 
tio ad eandem eft T in —, nam fcribcndo —. 1 —, 2 —, 2 —, 

&c. fuccefiive pro 2 , provenient Termini Seriei. Comparando autem 

hunc Terminum cum iHo in Theoremate ; erit x s= f, n — _— a = — * 

at b , r, d, e, & Coefficientes reliquae funt nihil. Et hifce demum va- 
loribus fcriptis, oritur 

S =r t in 

— .1 . A* - _ _ qBf 

I- t.Z t -I.2.2-J-I I /-I.2.2-l-I.2-|-2 “T"/_,.z.2_|_i.2-J-2. Z-\r$ 

Ponamus Exempli gratia efle / =—r ; & Series fu m manda erit 

1 . 1 1 . 1 o 

1 —T +7 — T + “ — & c ' atque evadet Summa 
6 0 / y 

O_I i*. I , A 2 B 3 C 

— 4 2 ‘ 22.2-|-I ‘ 22.2-}-I .2+2 ‘ 22.2-j -1 . 2^-3 


VeIS=+iin-4 A 

- A-Z » 


2 B 


3 C 


— J It 1 1 ^ j 4 D 

42 » i2-|—2 *~22^4 < -22-[-6 "* 22—8 


- &C. 


Ubi A, B, C, D, &c. jam defignant totos Terminos more Newtoniano , 
& non amplius Coefficientes, Et unitas-cum figno ambiguo in quam 

tota Series multiplicatur, erit affirmativa ubi 2 — eft numerus par, 

& negativa ubi eft impar. Collige jam duodecem Terminos initiales, 

vel quod perinde eft, fex in hac Serie —~ J—i- 4. —L_ i_ &- r 

1 • 3 ” 5 .* 7 ^ . 

conjundtis 


3 2 Summatio Seri erum. 

conjun&is binis quibufque in priore: eorumque Summam reperies 
.7646006915. Dein fcribe pro 2 ejus valorem decimum tertium i 2- f 
& obtinebis 


s =^+ 2 i A +^ B +f, c +^ D +7 5 E +&c. 


50 * 27 

quas eft Series fimplex & celeriter convergens: decem 


.0200000000 

7407407 

510856 

49438 

5992 

856 

1 39 

25 

5 

1 


etenim Termini dant S= .02079747 1 9 ut ex computo 
appofito liquet: & eadem adjedta aggregato initialium, 
provpnit .7853981634 pro valore Seriei fummandas: ad 
quem tamen nunquam pervenire liceret per additionem 
Terminorum. Atque colligendo plures initiales, valor 
ipfius S longe celerius approximabit. Hujus itaque Pro- 
pofitionis ope, Circumferentia circuli produci poteft mi¬ 
nimo labore ad figuras quamplurimas, per Seriem 
hancce utcunque lente convergentem j id quodolim mul¬ 
tum defiderabat Leibnitius. q_ 

Periferia circuli obtinebitur quoque accuratiffime 020 79747 I 9 

per Seriem Newtoni fequentem i4-— — — — —4-— 1 

jj -f- u ^i Termini quique bini funt alternatim negativi & affirma¬ 
tivi. Idem etiam efficitur per hancce 1 4- — —. — i j 1 1 1 

4 ~ 5 + 7 +«— 

7 Z —77 + &c ’ in W* Denominatores conftituunt progreffionem nu¬ 
merorum naturalium, dempto quoque terno. Prior amuatur quarta; 
& pofterior tertiae totius circumferentia parti, ev ^ * , 

horum Arcuum Chorda: fint unitates. Priufquam tan^en tradtentur 
per hanc Propofitionem, difpertienda; funt utraque in duas; prior in 

>* I , 1 I* . I I . 

1 —————— —— 4 - Scc 

5 '9 1 3' 1 7 21 ' 

i_ i_ 1 1 i. 1 

3 7 +11—15 + 19—23 ^ c * 

Pofterior in hafce 1 — — 4 -—_— _1_—_L 4. &. r 

4 '7 10” 13 16^ ac ' 

L iil 1 1 1 1 , 

2 ""5 ^8 —n+H—■ t 7 + &c ' 


Dein 



Summatio Serierum. 33 

Dein harum quatuor unaquaeque feorfim confideranda eft, & ope¬ 
ratio inftituenda ut in Exemplo luperiore. 

Exemplum II. 


Si Series fit ~ + 3 ^+|g + p + JTo + &c ' erit 


T=x* in —-—r, quas refoluta in Seriem evadit 
42.2 —y n 

T = x* in 



Unde comparando membra, erit » = o. 



,-2£5 & c 

32 ’ 64» ac * 

Adenqnf; S —i n 

-1-L — . j_ 

4.1—-*.% » b.i— *.*.*-pi * 16.1—“ 


r.+ 


iof--96C* _ 

ii. 1 —x.*.z-p , * 2 -‘4“ 2 -*+3 


+ &c. 


Cujus Seriei progreffio cuivis patet. Et ubi datur valor ipfius x in 
cafu quovis particulari, dabitur Summa pro libitu accurata; primo 
icilicet addendo numerum fufficientem Terminorum initialium, eo fine 
Ut z fit fatis magna ad efficiendum valorem ipfius S celeriter convergere. 
Et hifce prasmiffis de Seriebus quarum Termini funt affignabiles, per¬ 
gendum eft ad eas quae determinantur per relationem Terminorum. 


Propositio IV. 


Data relatione inter Summas fuccejjlvas y invenire eam 
qu<e eft inter Terminos . 

In Aquatione definiente relationem inter Summas, fubftitue pro S\ 

S", S"',&c. fuos valores proprios S—T, S—T—.T', S—T—T'_T'V 

&c. & fic habebis Aquationem involventem Summam unicam S; in 
qua fcribe valores variabilium confequentes pro antecedentibus, & ha¬ 
bebis Aquationem novam involventem Summam illam S: ope* harum 
denique Aquationum eliminetur S, & ea quae refultat monftrabit re¬ 
lationem Terminorum. Q. E. I, 


K 


Exemplum 
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Summatio Serierum, 


Exemplum I. 

Sit JEquatio ad Summas, ,S=r —,S'; pro S' fubftitut fuum 

valorem S —T, ac evadet Aquatio ^rTS = —T; in qua feribe va. 

lores variabilium fuccedentes pro antecedentibus, id eft, S_T pro S, 

T' pro T, & z+i pro z; atque prodibic ~tS = ~i T+jT'- 

^P"? re *-« S = ~ T fubducito, & manebit ~«T^zT' : 
quas eft Aquatio ad T. erminos Seriei. 

Exemplum II. 

Proponatur Aquatio ad Summas S x + 3 S' X 

fubftitue S—T pro S', ac invenies S=-2 T x —deinjux¬ 
ta methodum differentialem feribe S—T pro S, T' pro T, &z-j-i 
pr. «, « 

fi Acque eadem methodo exterminantur tres, plurefve Summa: fuccef- 

Propositio Y. 

Invenire Series quotvis fummniiles. 

aEquatio ad Summas dabit Summam Terminorum, ea vero ad Ter 
m.nos dabit Senem; prior pro libitu aflumitur, & ex ea deducitur 

pofterior per Propofitionem fupenorem: habentur ergo Termini e^ 
rumque Summa. Q^E. I. 6 termini, eo- 

Exemplum I. 

Sit Aquatio ad Summas ~ S = —iS', ut in Exemplo primoPro- 
pofmonis procedentis; invenies eam ad Terminos efle 7 ZT„ T= zT' 
Aquatio autem ad Summas, fubftituendo S—Tpro S', dabit Sum- 

m ^ ^ .i Defignent jam A, B, C, D, &c. Terminos hujus 

Seriei, & in Aquatione ad eofdem feribe, w, w-fi, /w+2, &c. 

fuccef- 



Suwmatio Seriemm. 
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fucceflive pro z, exiftente m numero quocunque integro vel frafto, 
negativo vel affirmativo *, atque prodibunt relationes I erminorum, 

m—n w —«+i ^ m — n-\-i r — m — ?/ +3 n 

B = — A > C =^ + i B ’ D =-^—C,E- m+3 D, 

&c. Tum in Aquatione S = T, fcribe primum Terminum Se. 
riei, id eft, A pro T, & primum valorem ipfius z, id eft, m pro z* 

— n . . ™ —«+ 1 


atque invenies 

S= 2 =J a-a 


n- j- i 


- B- 


m — » 4-2 _ , . 

--^F7- c + &c - 


Ubi fubftituere licet quofvis numeros pro m & ». Sit Exempli gra¬ 
tia »1=5, » =2, A & proveniet 

3 L =f 2 +F A + 4 6 B + 7 c +«-^ &c - 

id eft ’ J - r 4 + Ts ' ^ + 7~ + &c - 

Ubi patet Terminos efle affignabiles; id quod femper eveniet quando 
n eft numerus integer: tot vero erunt fadlores in Denominatoribus, 
quot funt unitates in ». Sic in praefente Exemplo, eft »= 2, & prop¬ 
ter id funt duo fa6tores in Denominatoribus a erminorum. 

Sit jam m—1, n—K A = l, & prodibit 


S = * = r+j A-|4 b + 5-C+^ o D + ^E + & c, 

hoc eft,S = 2=i + ^-+j + ^ + ^g + 5 -7^+& c - 

Nunc autem conftat Terminos non efle affignabiles, quoniam «eft nu¬ 
merus fra<ftus. Notandum Seriem abrumpere & efle numero Termi¬ 
norum finitam quotiefcunque eft m —» nihil vel integer & negativus. 
Atque fi n — i fit nihil vel numerus negativus valor Seriei erit infinite 


magnus : ut conftat ex valore Summas, nempe 



Exemplum 


3* 


Summati o Serierum. 


Exemplum II. 

Sit Aquatio ad Summas SxS3^^R + 3 S'x««TS— • t- 
emplo noviffimo Propofitionis fuperioris 7 ubi inventa 7 ft " Ex ' 

q_ 3_ ~ 8zz-f-42 :—q 

3 2 X 22+2 , S^rdatio Terminorum erat Z+TT-f-jzT^o' 

£»«: f s e r„t“ sJsr * *“■ "■» *»•.« 


S = f? = ._i + £__£? , 15 

3 “9 27^81 ~~ 


21 


+ &C. 


64 3 '9 27'* 81 "243 

Ubi Denominatores funt dignitates tpmzrii 

triangulares. In hifce Exemnlic n ° r ’ Numeratores vero numeri 

SerieLsex^quadonTbus cuTd£ m in deduc ™di s 

niatn hoc ex Udu»^ 

S C W O T. T n K. 

lent difficultates confimiles, qua; hic funt enodind^^rv •° nri fo “ 

.«. ~*-ws 1 .i&rsssk snj,- 

I +*+*’ + *’ + &c. retrorfum continuata eft ^--j_- ^ & 

Et ha: du® fimul junfix conftituunt unicam ex * * 

rentem m infinitum, fcilicet utraque parte excur- 

&C ' 4 x 4 “^x>+^T+'^' + i + x+*’-f.jf>_f.^ 4 _j_g fc 

^Td h i T r rmin ' funtin P r °g refl ione Geometrica continua 3nr 
teS ad ^“'«luentes ut unitas ad x. In Summatione hujus SeneHnvete' 

mus n^ = I +*' + *' + * s +&c. quod quidem verum eft ubi x 
«it.minor unitate; attamen fi fit ma jor unitate, htec Series erit infinite 

«agna, at que Summa ji. non amplius erit Summa horum Termi¬ 
norum; fed mutato figno, aiquabitur Seriei ad alteras partes excur- 
renti: hor <*fl — T . 1 1 1 1 r 

1 7 * +&c. Quod 

15 


re.n:ij hoc eft, erit ve i 
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fi x fit unitas, Summa erit ~~[> & inde utraque pars Seriei erit in¬ 
finite magna, utpote aequalis unitati infinities fumpt^. 

Ad eundem modum fi Aiquatio ad Seriem fit z — n T = zT', & Se¬ 
ries continuetur ex utraque parte in infinitum; una pars converget & 

z _1 

altera diverget praeterquam ubi eft n — 1 i & Summa -- ^ T fem- 

per aequabitur parti Seriei convergenti. 

Haud fecus in Quadraturis, fi 2—” fit Ordinata Curvae Hyperbolicae, 

fluens Y~~~r z * exprimet partem Areae ad has aut illas Ordinatae par¬ 
tes jacentem prout n eft minor aut major unitate: ubi tamen n eft 
unitas, Area ex utraque parte Ordinatae erit infinite magna, ut in Hy- 
perbola Apollonii. 

Series quidem, etiamfi quantitates quse per eas quaeruntur fint finitae 
magnitudinis, faepifiime folent di vergendo evadere infinite magnae, 
in illis autem cafibus continuatae in alteras partes nonnunquam conver¬ 
gunt & aequantur Radicibus qujefitis, vel ab iifdem diflerunt quanti¬ 
tate determinata. Nonnunquam etiam utrinque continuata divergunt : 
faepius etiam ad utrafque partes nequeunt excurrere in infinitum propter 
Terminos impoflibiles vel infinite parvos. 

Infuper ficut Areae Curvarum nunc augendae nunc minuendae funt 
datis quantitatibus, ut evadant verae; ita etiam Summae per hanc 
Propofitionem inventae nonnunquam diflerunt a veris, quo in cafu cor¬ 
rigendae funt additione vel ablatione quantitatis datae. Scilicet ubi JE- 
quatio ad Summas talis eft qualis efficit earum ultimam efie quanti¬ 
tatem magnitudinis finitae vel infinite magnae, femper opus eft corre¬ 
gione: monftrabo igitur in fequente Propofitione, qua ratione aftu- 
menda fit Aiquatio quae femper efficiet ultimam efie nihil; eoque pa&o 
fumma inventa erit vera, nec augenda neque minuenda, ut hattenus 
monftratum eft. 

Propositio VI. 

Si JEqttatio ad Summas fit S x z* -p a z*— 1 -\-b z 9 

— m S' x zficz — 1 -\-dz - 1 - &c. ultima Summarum e- 
rit finitae magnitudinis in eo cafiu fiolo , ubi ejl m— 1, 
8 ? fitmul a=.c. 

Ad hanc Propofitionem demonftrandam, fciendum eft Summam S 
inveftigari poflfe ex Aquatione definiente relationem inter eam ejufque 

L valorem 
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valorem fucceffivum S, eodem fere modo ac quantitas Fluxionalis ex 
iua /Equatione. Illum in finem afiumenda eft pro S Series huius 
forma;, J 

2" . . B C D 

-in A+ -+-+- +&c. 

ubi «,/>, A, B, C, D, &c. funt quantitates invariabiles. In cafu autem 
prslente ubi Summa quaefita eft omnium ultima, adeoque ad diftantiam 
infinitam remota ; erit 2: etiam infinite magna, utpote quae vel aequa¬ 
lis eit dii diftantiae vel ab eadem differt quantitate finita: hac de caufa 
Aermm 1 Seriei pofteriores funt infinite minores prioribus. Igitur ad 
abbreviandum computum, rejicio omnes poft primum, utpote quae in 

hac demonftratione funt inutiles: fic habeo S = i n qua fcriben- 
do S' pro S, Sz^prozi obtineo S'= — Hofce valores 

f "* 1 

fubftitue pro S & S' in Aquatione ad Summas, vel quod eodem redit, 
in hac Sxz-\-a = mSxz+c, membris reliquis ob rationes fupra expo- 

firas negleflis ; & refultabit ~ = X Vel dimen- 


. r 

do in jp* ‘ & dividendo per A, p z" x == >» X Ce¬ 

terum per Theorema Newtoni pro evolvendo Binomio, eft 
Z-+/7Z”- 1 , idque accurate propter 2; infinite magnam. Hunc valo¬ 
rem fubftitue, & evadet Aiquatio pz”x 1+7 = z»—1 x ~ 

quaedivifa per z tl — 1 , = vel^ 2 z+^z = 

mzzA r n^cXmz-\-mncs in qua conferendo membra homologa, erit 
/ = &'paz=z n JrcXm, unde n = a—c: & proinde ultima Summa 
c Az* . Az‘- f 

S, quas antea erat —, jam evadit -- ubi notandum eft Coeffi- 

cientem A non determinari. Fingatur nunc mz=. i } & fim U l a = c\ 
A.z° 

& Summa fiet —: eft vero 2°=i, & i* = i, etiamfi 2 fic infinite 

magna; atque adeo ultima Summarum eft finita, quippe sequalis quan¬ 
titati A ubi eft w= 1, & fimul a=c: alius autem non datur cafus 
Az 4 —« n 

in quo —eft quantitas finita ubi z eft infinite magna. Conftat igi¬ 
tur Propofitio. 


Corol- 
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Corollarium. 

Si m fit minor unitate, ultima Summa erit infinite magna; & infi¬ 
nite parva ubi m eft major unitate. Et fi m fit unitas, Summa illa 
erit infinite magna vel parva prout a eft major aut minor c. Igitur in 
Aquatione ad Summas fi m fit major unitate, vel unitati aequalis er 
fimul a minor c\ ultima Summa femper erit nihil & nulla Corredti- 
one opus erit. 

Exemplum. 

Sit Summa prima A = i, fecunda B = |-A, tertia C=^B, quar¬ 
ta D == C, quinta E =~D, &c. Atque Aquatio ad eafdem erit 

Sxi*-+*+T* = S'xH+Is quae collata cum Aquatione generali, dat 
7n=z i, a=. i, fsi; & inde a — f=o; unde per hanc Propolitio- 
nem ultima Summarum, id eft fadtum fub omnibus numeris 

ixf-x — x^x^x*—x &c - in infiniturn > eft q uantitas finita - 

In Aquatione ad Summas fubftitue S —T pro S, & invenies S = 
— 4 T xHTz, qu?e quoniam prodit negativa refpeftu ipfius T, ex¬ 
hibet Summam Terminorum non a dato Termino ufque in infinitum, 
fed a dato Termino ulque ad principium Seriei. _____ 

Quod ut clarius pateat, proponantur duas Aquationes S»2=sS'x«-» 
sTsz=:S'—‘ utravis harum dabit eandem Aquationem ad Termi¬ 
nos, fcilicetTzssTiT+I. Ex priore tamen deducitur S=-Txu+i» 
& ex pofteriore S = TI+ 7 . In primo «fu S eft Summa Termino¬ 
rum ab initio ufque ad T; & m fecundo S eft Summa ipfius T & 
omnium fequentium in infinitum. In Aquatione ad Terminos fmban- 

tur numeri i, 2, 3, 4, &c. fuccefiive pro z, & ufurpetur j pro pri- 
mo Termino; atque prodibit Series 

rh+.! 3 + ih +jH+ b +sH+r* +&c ' 

V 25— 1 4 1 , 1 , _L 1 -L- 

pro T, atque obtinebis —j~ = - - ,. 2 i* —3+ 3.4' 1 4-5’ 
j quatuor 
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quatuor utique Terminis initialibus. At fi vis Summam omnium om¬ 
nino Terminorum, praeter illos quatuor, fcribe 5 pro z, & ~ proT, 

in Tr+i valore ipfius S pofteriore; ac habebis = 7- = ~ 

1 1 1 

-j- y g + &c. Et hi duo valores ipfius S fimul additi, hoc 

eft, Summa numerorum — & — conficit — L -- = 1 pro valore omni- 

5 5 5 

um omnino Terminorum ab initio ufque ad infinitum. 


Propositio VII. 

Si JEquatio ad Seriem fit z — n T + m — 1 erit 

_ m — 1 _ . n A n- j -1 B «4-2 C «4-3 D 

w z * m "Kz-|-i X 2+2* w”^z-)-3 

-1-X- + &C. 

Finge Summam S aqualem effe Termino T du&o in quantitatem y, 
hoc eft S = T y *, dein fcribe valores indeterminatarum pofteriores 
S—T, T', y' pro prioribus S, T, & y refpedive, atque habebitur 
S—T = T'y; quae ablata de priore S = T;y, relinquit T = T)—. 

T'/, unde eft T'=:Tx-y—. Sed per Aquationem ad Seriem fci- 
licet * — n T -\-m — i .z T', eft T' =— 2 m ~ r Adeoque aequando fibi 


T — 1 


invicem duos ipfius T' valores, erit T X —~ 


Z — n T 


•: quae di- 


y z.m —i 

vifa per T, & duda in m — \./, evadit m — i.y — w-j— 1 = — /+ 
/, vel rn— 1. y -j- y — ~ yf — w + 1 = 0: quae eft Aquatio Differen- 
tialis ex cujus refolutione dabitur Radix y. Illum in finem afiiime 

y a ~^~ z z.z-j- I .2—2 “t” Z.2 + l” z-|-2.2 + 3 

tum fcribe pro y & z, valores earum fuccedaneos y & 2+1 refpe- 
dive, atque habebis 


7 
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>'=* + 

b ( V , d e 

H" 1 ‘ 2+1.2-}-2 I Z-|—i . 2 —}—2.Z—|—3 Z-|-I.Z-|- 2 .Z-]- 3 -H ~4 ^ C ‘ 

hoc eft, / =: <3+"“ + *~~t~+——I -■.. / — 1 &- c 

Atque prior valor ipfius y' multiplicatus per evadit 

n_ ,_ na nb _ pc _,_ nj 

z y 2 ‘ ‘ Z.Z-|-I.Z-|-2 ' Z.Z-j-I.Z-]-2.Z-|-3 ‘ ^ r * 

Hofce valores ad eandem formam jam redu&os fubftitue in Aquatione, 
& refultabit 

+ mb — na , ?nc — »-v-i .b , m d — n-\-i.c , „ 

1 -4-—|—-i--4-j-j— 4- &c. = o» 

* Z 1 Z.Z-J-1 * 2.Z—J— 1.2—j—2 ‘ 

Ubi ponendo membra homologa asqualia nihilo, habebitur * n —, 


b = — a , c = 


»4-i , , »4-2 »4-? 

——- b, d — ——— c, e =. —~ d % &c. Et hifce datis. 


dabitur valor Radicis y, quae denique dudla in T exhibebit pro S, Se¬ 
riem in Propofitione exhibitam. E. D. 

Corollarium. Si » fit numerus integer & negativus, vel nihil*, valor 
ipfius S abrumpet, exiftente Serie lummabili. Et ubi m eft negativus. 
Series erit infinite magna. Hic autem excipio cafum in quo eft m = o» 
tum enim Series fummabitur per Exemplum primum Propofitionis 
quintas. 

Exemplum I. 

II 2 O 1 

Proponatur Series fummanda —— A — B 
~E+&c. AEquatio eam definiens eft z—- T— 2zT = o, ubi valores 


fucceflivi ipfius 2 funt 1 -, 2 3 4 &c. & illa collata cum- 

ASquatione generali dat »=“, w—1==—2, fivc i* quibus 

fubftitutis, oritur 


M 


S=: 
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s _ lT _A__ 3 B __ 5 ^__ 22 ___ 9 E _ &c 
^ 2 1 22 22 - J-2 22~[~4 22 - j-O ' 22-[-8 

In qua fi fubftituatur quilibet Terminus pro T, & pro 2 valor fuus 
correfpondens, erit S Summa ipfius T Sc Terminorum omnium fequen- 
tiutn ufque in infinitum. Colligo itaque duodecem Terminos initia¬ 
les; eorumque aggregatum emergit .7853396181^. Dein ut obtineam 
Summam reliquorum, fcribo Terminum decimum tertium, id eft, 

1 

.00003029411 pro T, & pro z valorem fuum debitum 13 —» atque 
habeo 

S = .00006058822 — — A —■ — B —- — C— — D — — E -— &c. 

* 27 29 31 33 35 

Ubi Termini prodeunt alternatim negativi & affirmativi, hofce difpo- 
no in una columna & illos in altera ut vides 


.00006058822 

23214 

794 

oi 

7 


.00000224401 

3744 

204 

20 


.00006082899 - .O9OOO228373 

Tum Summam negativorum .00000228373 auferens ab ea affirmativo¬ 
rum .00006082899, habeo S = .00005*854526, quas adjedta Summas 
initialium exhibet .78530816339 pro valore Seriei propofitae, id eft, 
pro Area Circuli cujus Diamiter eft unitas. 


Exempltjm II. 


Quaeratur valor Seriei 1 — jA —- B — j C — — D — —&c. 

Aquatio definiens relationem Terminorum eft z —— T -f- z T'= o, 
in qua valores Abfcifiae z funt 1, 2, 3, 4, &c. comparando autem 
hanc Aquationem cum illa in Theoremate, erit « = ”? m — 1=1» 
& m=z 2: atque exinde 

c Lt I 1 _3®_ 1 5^ 1 _7D t _ l 

2 4z"> 4Z+4 ' 4 Z ^“ 1 ^ ' 

Collige 
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Collige nunc decem Terminos initiales Seriei tranlmutandae, eorumque 
Summam reperies fore .6168670654. Deinde ut habeatur Summa re¬ 
liquorum; in valore ipfius S fcribe Terminum decimum primum, id 
eit, .1761970520 pro T & 11 pro zj atque prodibit 


S = .0880985260+^ A + Jj-B +j ? C +j - 6 D + 6 9 o E + &C. 


Et ineundo computum ut in margine, invenie¬ 
tur S = .0902397156, quas addita aggregato initi¬ 
alium prius invento efficit .7071067810 pro va¬ 
lore Seriei, id eft pro \A. Etenim s/- fic fcripta 

1 -j- 4 ‘ % Sc evoluta per Theorema Newtoni , eva¬ 

dit Series de qua nunc egimus. 

SCHOLION. 


.0880985260 
20022392 
I 2'51400 
120327 

15041 


2^6 

388 


74 

3 


Omnis Series cujus Termini funt per vices nega- $ = .0902397156 
tivi &c affirmativi, fi tranfmutetur per hanc Pro- 

pofitionem, migrabit in aliam celerius convergentem cujus Termini 

lunt ejufdem ligni. Et e contra omnis Series cujus Termini funt 
ejufdem figni, abibit in aliam cujus Termini funt alternatim negativi 
& affirmativi i quas tamen non converget celerius priore praeterquam 
ubi Tranfmutatio inchoatur a Terminis ab initio fatis remotis. Et li 
Series tranfmutetur, & rurfus tranfmutetur ea quas ex prima Tranfmu- 
tatione prodiit, emerget ea prius propofita. Exempli gratia fi Series 

T .L _1_ —_— J- — _ &c. tranfmutetur, prodibit 7 + — A -f- 

3 “5 7 1 9 3 

L g j_ — C-|-— D &c. dein fi noviffima tranfmutetur emerget pri- 
5 7 9 

ma i_i-l--_- + &c. hoc eft, transfert Seriem de Tangente ad 

3 5 7 1 

Sinum, vel de Sinu ad Tangentem. Sed in hifce cafibus debet ope¬ 
ratio ordiri ad primum Terminum Seriei, nempe ubi agitur de l rant- 
mutatione totius. 


Propo- 
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Propositio VIII. 


Si JEquatio ad Seriem fit T, 

ponatur A = ~n T, B = £ A, C = ^ B, D =*-i^C, 
E = D, &c. Erit S=-+ +-?- &?,. 

z-J-3 } m' m- 1 1 m-\- 2 1 w-j-3 


Etenim fuppone S = Txj-»Xy, & per methodum Differentialem 
erit S — T = rxS=I+ 7 x/, harum Aquationum Differentia dabit 
T =:Tx*-»X) —T'x*-»+iX/* Fro T' fcribe fuum valorem 

z— m z — n . _ _ z — m 

— T ’ atque habebitur T = Tx 4 -»X)-T x —— X 

—„x/ quae divifa per Tx^-», evadit /, vel 

y_^=o. ^ ac vero Aquatione eruetur Radix ^ 

ad modum fequentem. Finge 

_£_._£_, _ c jj__£_ | o 

^ t» ‘ w -+I.2-+- W-j-2.2.2-]- I "I” -2.2-j- I .2-^2 * CCC * 

Erit y' — 


U u . t- J_ it . 

m ‘ m +1.2+1 rn -\- 2 . Z -\- l , Z -\-2 ‘ 77Z-|—3 .2—I ,Z-|—2.2—3 • ® CG * 

Et >—/= 

* . 2f _, _3^_ . 

Vi-\-l.Z.Z-\-l' W-|- 2 . 2 . 2 +I. 2 + 2 ^W+ 3 - 2.2 + I .Z+ 2 . 2+3 &C ’ 


a 171 ' 

Atque - y = 

cm _ hn _ crn _ _ dm « 

mz '*”w-J-I.Z,2-}-I~‘ - ^>-1-2.Z.2-)" 1 ' 2 *|“ 2 ^ W-)-3.2.2-)-I,2-|-2.2-|-3 C ‘ 


Adeoque 
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Adeoque p y— 


* j_ p _ d 

1 * ^.2+ I • Z-J- 2 ' Z."z-|- I.Z-J- 2 .Z -}*3 ^ C * 


Eft vero 




z —/z 
n 




- ", | "-«T 1 , _ 

z.z+1 "Tz.z+i.z+ 2 “r z.z-fT.z-fz.z-^j + &c 


Igitur 7--/+-*--^ = 

^n_ T . |, i "* n ~ i c — n.n-\ -i , d]— n.n-\~'i ,n-\-2 , 

z “z.2 + i“r z . 2 + I . 2 4- 2 i- 2f2;+I>;2 , + 2 z + 3 +&C. 5=0. 

Pone jam Numeratores nihil, ut evanefcant Termini; & pro deter 
minatione Coefficientium habebis Aquationes fequentes a=~i, b — n \ 

*” + 2> &c * fubft itue hofce valores in Serie af! 
fumpta pro y.jnce .pfarum «, b, c, d, &c. & valor ipfiua ,, exinde ot 

Q* E D. *~* T ’ exhibebit P ro S » Seriem in Theoremate pofitam. 

Corollarium. Si n fit integer & negativus, vel nihil; Series fimum, 
bitur accurate per hoc Theorema. Et fi m fit nihil vel negans 
ei les erit infinite magna. Infervit autem h;ec Propofitio & (uperior 
Quadratura Curvarum binomialium. Hasc ufui venit ubi in Ordinata 

* Xe+fx' , eft e+fx'=oi fuperior vero adhibenda eft ubi con¬ 
trarium accidit. 


Exemplum I. 


Quaeratur valor Seriei l+g A + gB+ge+g D+ _M. E+&c . 

Aquatio eam definiens eft T^^x^T, uti patebit fcribendo 
valores i, 2, 3, 4, & c . fucceflive pro 2. Aquatio autem in Theoremate 
comparata cum hac, dat m =z p n = ^- t unde A = zHlx, B = 


N 


A 


4-6 
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A r __3|_ D _ 

22’ 22—2* 2Z^p4 ! 


"’ E =^f6’ &c ' «que S = iA + 


E -f- &c. Ineundo computum reperio ag¬ 
gregatum duodecem Terminorum efie 1.407397508. Dein fubftituo 
Terminum decimum tertium, id eft, ^x.161180258 pro T, & pro 2 
valorem fuum correfpondentem 13, fic prodit 


A = 

*x 

161 180258, 

.166180258 

B = 

ix 

- 6199241, 

2066414 

C = 

xX 

- - 664204, 

132841 

15814 

D = 

ix 

- - 7.10701, 

2601 

E = 

iX 

- - - 24261, 

583 

F = 

IX 

- 6410, 


G = 

iX 

— 1959, 

45 

H= 

ix 

- - - 670, 

l 5 

r 

I = 

ix 

- - - - 250. 

D 

2 

K== 

ix 

- - - - 102, 

I 

L = 

1 VT— 

iX 

ix 

— - - 44, 
-20, 

S =.163398820 


Ex hoc computo habeo S = .163398820, valorem utique Terminorum 
omnium poft decimum fecundum; quem itaque adjiciens Summae 
initialium, 1.407397508, habeo 1.570796328 pro valore Seriei fum- 
mandse, id eft, pro longitudine Arcus femicircularis cujus Diameter 
cft unitas. 

Termini initiales, quando eorum Summa eruitur, facillime reducuntur 
in fra&iones decimales per regulam fequentem, pone a= 1, b=z 

a — a -> c — ^~ d=z c — ^ c i * — d — &c. eruntqueTer- 

1 1 1 , 1 . 

mini dyjhjc, - rf, - e, &c. 

Exemplum II. 


Proponatur Series Brounkeri -J- - + &c. 7 E- 

quatio 
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<y y «v \ i—™ y jj, 3 

quatio ad eandem eft T'= —x —7-7 T, vel etiam T'=-X —-f T, 

2 z-j- T 2 2:—i. 

fcilicet fumendo initium Abfciflas z a diverfis punftis. In priore va- 
lores ipfius z funt , &c. m=z 1, « = —, A —2;— -T, 

B = ^, C = D = ^^-, &c. In pofteriore valores ipfius z 

funt 2, 3, 4, 5, &c. «i=i, ri—~, A = z— .iT, B = |^, C = 

rlqrr> D -7^1’ &c - &inutr °q ue erit s=a+^b+j c-h 

— D-|-&c. Dabitur ergo S ad plures figuras fumendo pro T quemvis 

e Terminis fat longe diftantibus a principio. Et fimiliter in aliis ca- 
fibus inftituere licet computum, idque duobus modis diverfis ubi Ter¬ 
mini funt aflignabiles. Haec autem Series hunc in modum fcripta 

1 — J-—~-J- —— & c - f ac ifi us traflabitur per Propofitionem 
tertiam aut feptimam. 

ScH OU O H. 


Ha&enus egimus de Summatione Serierum quae prodeunt in Qua¬ 
dratura Curvarum binomialium , & fimilibus. Ceterum procedere 

licet eodem modo in cafibus difficilioribus: nam Summa Seriei deter¬ 
minatur & erui poteft ex data relatione Terminorum ; idque refol- 
vendo Aquationem Difterentialem ut in noviflimis duabus Propofiti- 
onibus. Problema autem efiet laboriofum quaerere Summas indepen- 
denter a Terminis, quando Termini non funt aflignabiles; ideoque 
quaefivi quantitatem qure dufta in Terminum T exhibet Summam S. 
Sic etiam Areae Curvarum facilius eruuntur mediantibus Ordinatis, nam 
Series hac ratione prodeuntes funt fimpliciflimae. Et hifce pra?mifli$ 
pergo ad methodum refolvendi Radices Aquationum Differentialium 
in Series magis quidem compofitas, at fimul longe magis convergentes 
quam fuperiores; quas ea tantum de caufa exhibui, quod efient fim- 
plices & ufibus vulgaribus fufficientes. 


Hucufque Summam quamlibet defignavimus per S, ejufque Termi¬ 
nos per T, T, T", &c. At in fequentibus etiam defignabimus Series 
vel Summas, per S2, S3, S4, &c. earumque Terminos perT2, T'2, 


W1* 
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T"2, &c. T3, T'3, T"3, &c. & fic porro: adeo ut fit 

S2 = T2 -J- T'2 -J- T"2 -}- &c. 

S 3 =T 3 +T / 3+T"3 + &c. 

S4 = T4 -f- T'4 T"4 ~J- &c. 

&c. 

Et ficut in Serie S, Summae fucceflivas defignantur per S', S", &c. ita 
in Serie S2, denotabuntur per S'2, S"2, &c. atque in Serie S3 per 
S'3, S"3, &c. Et fic in caeteris. Hanc autem notationem introducere 
coadtus fum, propterea quod Summas & Termini diverfarum Serierum 
fimul confiderandas veniunt in eadem Aquatione. 

Propositio IX. 


Data relatione inter duas Summas in diverfis Seriebus , 
& S.liquatione ad Terminos in alterutra $ invenire JE- 
quationem ad Terminos in altera . 

Problema folvitur progrediendo ex relatione variabilium praefente ad 
fuccedentem, ut exinde eliminentur Summae; id quod Exemplis pa¬ 
tebit. 

Exemplum I. 


Sint S & $2 duse Summae in diverfis Seriebus, earumque relatio 

z — n ~ , • 

T, relatio 


„ «4-1.z — „ z 

S = ■ \~~r T -J- S2; fit vero T = - 


+ JL —T— } 11L VL1U X -- X “ 

I 1 2 Z-* 

Terminorum Seriei S: atque ex hifce datis opporteat eruere Aquationem 
ad Terminos Seriei S2. In Aquatione S = T-J- S2, ex¬ 

hibente relationem Summarum, fubftitue valores variabilium confequen- 
tes pro antecedentibus, hoc efi, S'five S — T pto S; S'2, fiveS2-^ 
T2 pro S2 *, T' pro T, & z-}- 1 pro zj atque habebis S_T = 

T' + S2— T2, quas ablata de priore relinquit Aquationem 
liberatam a Summis, fcilicet T = 


T2 unde eft T2 = — ” T 


„ 4 - r . 2 —.« >»4-i.a4-i —n rj,, . 

m.m +* m.m-j -1 T 

l . z . — rn - n ^ 

+ x " T: ,n< ! ua 

fubfti- 
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. z — m z—n 

fubftitue pro T valorem proprium —-—X n _ |~ I 5 atque ob¬ 
tinebis T-2 —— , r -' ————i— T. In hoc infuper valore fcribe valo- 
m -J- i. z . z—n i r 

res indeterminatarum fuccedcntes T'2, T', &2+1 pro prfefentibus T2, 

;/. Vi — n -\-1 

T, & z, & orietur 12 = w _|_ j _.._j~ T' •, ubi pro T' rurfus 

fubftituendo fuum valorem, emergit T'2 = T X 

ex P rod,t T 5 = 8 “/^v+T^^-r T 2 - M - 

_ n .m — « 4-1 

quatio autem prius inventa T2 = H TTzTz ~ | ~i ^ dat ^ = 


n i ^L . ”::Li X2. Aquentur iam fibi invicem duo valores Termi- 

n.m — n -1 n J 

. 2 —m z —. n 

ni T, & incides in /Equationem 12 = - T * --"j - ! ^ 2 9 qu^e 

exprimit relationem Terminorum Seriei S2. QA. I. 

Exemplum II. 

Sit jam relatio inter Summas S = T+S2, &ZT+3TX 

z-\-i Aquatio ad Seriem S. In Aquatione ad Summas fcribe valores 

2 4Z-I-7 

^ 4 -i$s t '+S 2 - 

T2: quam de priore auferens habebis Tc:-x^~r T— — x 

4 4Z-f-2 4 

^4*6 T '+ T2 5 ex <l ua comperies Te = x T + L x 

Casterum per Aquationem ad Seriem S, eft 3T'=r—» 
Wi T > quo feripto, prodit Tz = + I - X ^ T + ixg^X 

^ T, vel T2 = - J T x jqp X^p 2 X Atque rur- 

fus 


3 4Z-I- 7 

variabilium fucceflivos, & habebitur S—T = —v -—U-L T' 


O 
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fus progrediendo ad valores indeterminatarum fuccedentes, habebitur 
i j 

“ 2Z-J-3 *2Z-]-4* 


I # % 

. —j—-, vel fubftituendo —. —=— T 
2Z ~\~ 5 z~j— i 


pr0 3T, T 2 ^ 2Z-|-2 ^ 2Z-}~3 ^ 2Z-]-4^ 2Z-f-5 


T: unde T = 


z*-44.1*4-5. T / 2 ; atque per valorem ipfrus T2 eft idem 
4 _ _ _ 

T = — — X 1*4-1 T2 ; quibus duobus valoribus inter fe 


aequatis, obtinebitur zz-\-~z x T 2 -f- 22 +~ 2 +5 X 3 T'2 = 0. A- 

quatio utique ad Terminos Seriei S. Et in aliis cafibus fimiliter pro¬ 
cedendum eft. 


SCHOLION. 

Per hanc Propofitionem Series infinitae inter fe comparari poflunt. 
Nam Aquatio exhibens relationem inter Summas S & S2, dabit unam 
ex data altera: & Termini ipfarum S & S2, dabuntur ex fuis Aquati¬ 
onibus, quarum una affumitur, altera vero ex ea affumpta eruitur: ut 
in Exemplis hujus ( Propofitionis. Ut fi relatio Summarum fit S = 

- —-— T-4-S2, & Aquatio ad Seriem S, T ^ ~ X’, inve- 

nies T2 = & T'2 = — ] 2 Z | T ‘® c l uatI * one m ad Seriem S2. 

Sint jam 2, 3, 4, 5, &c. valores fuccedentes indeterminata z; & ufur- 
pando unitatem pro T invenies 


s - I +4+^+^ , + ^‘rp + &c. 

* I. , I , I . I , 1 

S 2 — x in 1 -j- — -4- ~~ -4- "r“T* 4- &c. 

8 '9 * 36 * 100 1 225 * 

In priore Denominatores funt quadrata numerorum naturalium, & in 
pofteriore quadrata numerorum Triangularium, Relatio autem inter 

2Z—I 

Series S =—— T + S2, fcribendo 2 pro z, & unitatem pro T, da¬ 
bit S2 =S — j, & ducendo in 8, erit 8S — 12=8 S2 = 1 + 

1 

36 
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1 4 - _L _l- 1 _L &c. Et fimiliter cum Serie in qui Denominatores 

36 1 IOO 1 225 1 

fune quadrati numerorum naturalium comparari poffunt eae ubi Deno- 
minatores funt quadrata Pyramidalium, Triangulo- Triangularium, c . 
Atque in genere pofiunt comparari omnes Series quae denniuntur /li¬ 
quationibus fequentibus 

' - „ z z-\-a 


zz-\-a T T ,_ __ T & 


_ZZ+£_ T ,_ 

Ubi numerator manet idem, Denominatores autem formantur fcnbem 
do continue z+i pro z. 


Propositio X. 

Invenire valorem Seriei quam proxime, qua; definitur /E- 
quatione hujus forma 

T x + = r T ' Xa , + W , -'+^ , “" x +^ 

Casus I. 


rr T*/ ~—~ m 

Primo fit r = 1, & fingamus Aquationem ad Seriem efie T =—7- X 

5 rL*dhir Ponamus effe S=^i^T quam proxime, vel S = 
z — n * 2 

Z ~\~P Y l S2 accurate: & progrediendo ad valores Indeterminatarum 
1 ^ , , 

fuccedaneos, erit S_T = 2 -±^T' + S2_Tr, harum Aquatio¬ 
num differentia dabit T = ^t- / ’ T _ T' + Ta; unde 

+ Pro T' fubftitue fiium valorem 

zl» ^ ~ T 

atque provenit 12— y x z »+1 

_ z +t~lr : qui reduttu* ad communem Denominatorem dat 

i 
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- -±- m — qX » — i > , _ 

_ J z+m .„. r+l 


-PXOL± 

q.z.z — n-\- ] 


T, 


Jam quo minor eft Summa S2, eo proprius quantitas ^ — T accedet ad 

valorem ipfius S; & eo minor erit S2, quo minor eft Terminus ejus 
primus T2 : is vero evadet minimus ubi variabilis z eft minimarum 
dimenfionum in Numeratore ejus valoris; nam hic z magna fupponi- 
tur: ponantur ergo Coefficientes dignitatum 2* & z nihilo squales, & 

habebuntur duae Aquationes q —.w = o, atque _ n _ px 

n -\-i = o, ad determinandum duas quantitates afiumptas p, q. Pri- 

Unde erit 


ma dat q=zm, ex qua & fecunda eruitur p = _ 


* + i’ 


Ta = T ’ = o,e.i. 

Et eadem prorfus ratione invenietur approximatio, ubi Aquatio ad 
o • n. rr<f zz-\-az~\-b _ 

Seriem eft T = zz J^ cz ^_ d T, vel magis compofitaj fed Coefficien- 
tes poft b, & d in hoc computo non ingrediuntur. 

Casus II. 

Sit jam JEquatio TXz.z.r\-r T Xii-f cx.-\-d — no, exiftente 
r numero quolibet, 'excepta unitate. Finge S =px t _]_ S2 ; 

dein fcribe valores variabilium pofteriores pro prioribus, & emerget 

S—T=/X“q“jr; T ’+ S ' 2 — T2 > qu* ablata de priore relinquit 
__ z-\-m 1 

T=/x^jp^T p X- ' n j t T 7 -f" T2 : hasc Aquatio dabit 
T ~ 2-)-« T +/' x - T : fed per iEquationem 

ad Seriem S, eft T = — 7X z£-^cz^}l * 9 U0 ^ crJ P t0 P r0 P rodit 
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z — pz — mp+n _ pT z+w 4 -i z z 4 -az-\-b . . 

T2 =--— 1 - T — — X -T—r-X — !-> Si hujus valo- 

z-|“» r A z-j-»+i* zz+rz-f-d J 

ris membra reducantur ad communem Denominatorem, & ponantur 
Coefficientes trium altiflimarum dignitatum ipfius z aequales nihil; A- 
cyuatio prima dabit rp-\-p = r, fecunda » X rnfT = r— tertia de¬ 
nique c — 1 -\-d—b=z m — TiX r c r n r n + m a : & hae tres 

_ r ^—d * a , *—c 

Aquationes dant / = ;rp7, w = ' j— p— r ^pj, &» = w + 

Dantur itaque Quantitates affumptae p, w, & #; atque exinde etiam 

Quantitas j>x ^ | ~ ' T quae proxime aequalis eft Seriei S. Q^ E. I. 

Prqpositio XI. 

Si t / — T fit ALqualio exhibens relatio - 

Terminorum Seriei S, 


Ti=— x — 
m m- 


i — 




_ 2 W-[- I n ~V 1 m --4- 2 _ 

t 3 = x ^+ 3 x 1+7X T2, 

Ta= -2 — x ^+- 2 Y ”Jb x ”'— 

4 wz-)-4 X w-j- 5 X z -j-2 X z— »-|“3 


T 5 = 


7/Z-f-6 //Z 


3 43 

7*z-}-3 X 2—»+4 4 ’ 


X6= ^ y w +4 y Hb y ^ri^ti T , 

m-}" 8 * w-j-9^24-4^^—« + 5 1 ^ 
&c. 


T' • « w -4- I • Z — I . 71 , 

Erit que S = —-- ->T 4 - 

^ ?n .m -j - 1 ‘ 


m2 .m-\-3 ” 

w d~5 -*-t-4—3«»-p 

4 -f- 4 ^ 4~5 

m-\-l » a-J-6—4* ”4" 3 
w-f-6 .#i4“7 
y 4-9 •*4 -m*—‘5 • ” 4~ 4 

&c. 

P 


T 3 + 
t 4 + 
T 5 + 


F*r 


Summatio Serierum. 


54 

wi-v-ife— 

Per Propofitionem praecedentem quantitas - m i 1 proxime Xr 

qualis eft Seriei S. Sit ergo S = " + T -\-Si accurate, & in- 

_ i m n m —«+ 
vernes Tass-XjqpX-XjIT^prT, atque T2=— 

; T2 Aquationem ad Terminos Seriei S2: ex qua data, per 


m 4- 3 . ^ -y- 1. — 2 n - f-i 


Propofitiopem priorem eruitur quantitas — m '"'47^ 

_ 

* m-\- 2 

W—r- « 4 “ 

W+3 ^ 2 4“ 1 + 


T2 


proxime aequalis Seriei $2. Dein aftumendo S2 = w ^ 2 

. „ . . ^ 2 w-fl »4-1 W--K+I c 

+ S3, invenietur T3 = XXrTn T 2 i & 


T'3 ss ~j~~ : X," ;; j ; T3 Aquatio ad Terminos Seriei S3 : unde 

comperies quantitatem y - , ' ” T3 proxime aequalem Ste- 

riei S3. Et fic porro'proceditur. Igitur primus Terminus, in valore 
ipfius S proxime aequatur ipfi S ; atque Terminus fecundus proxime 
sequatur ipfi S2 •, tertius vero proxime aequacuripfi S3 ; & ita in reli¬ 
quis: hoc eft, Terminus prirwus proxime aequalis eft Seriei cujus valor 
quaeritur ; fecundus proxime aequalis eft dpfe&,ui primi Termini a vero; 
tertius proxime aequalis eft defe&ui duorum primorum a vero ; quartus 
proxime aequalis eft defe^ui triurp primorum a verp; & fic deinceps. 
Igitur valor Summae -S eft verus & celerrime convergens. E. D. 


Corollarium. Abrumpet valor Seriei .S hic exhibitus, ubi n vel m — 
» 4-1 eft nihil aut numerus integer & negativus: atque in aliis cafibus 
abibit in infinitum ad veritatem quam celerrime accelerans praeterquam 
ubi, propter m nihil aut negativam, valqr Seriei eft infinite magnus. 

Exemplum I. 

Quaeratur valor Sleriei + 

tio definiens relationem Terminorum eft T'=:^^- T exiften- 

tibus 
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tibus 2, 3, 5, &c. valoribus indeterminatas z. H?ec autem collata 

cum Aquatione in Theoremate dat m~h »,=• *» quibus fcriptis 
prodeunt 

^ T _ 8T2 _ 27T3 _ 64T4 . 

T2 ——. T x * m ~- r —~ \ , T4- *tt " ^ • T/; 'fj> &c* 

E,S= 2 =;T|^ T l 1+ 22 t 5 T s+ ^T, + ^T 5 

+ &C. 

Collige jam decem Terminos initiales, eorumque aggregatum reperies 
115497.6773.1166.5406.9. Tum pro 2 fcribe ejus valorem decimum 

primum, five 12; & Terminum decimum primum pro T j atque 

per computum invenies 

T = .0082.6446.2809.9173.55 .0950413^.2314.0495.8 

T2=-2869.60514233.24 1.2434.9556.16774 

T3—-22.6398.8277.97 65.6556.6006.1 

^4 =.3118.7593.62 7128.5928,3 

T5= - - - - - - 63.3652.70 123.2102.5 

T6=.188.93 2.9690.0 

t 7 ==. 5 % 3 - 9 6 9^°>9 

T8 =.- 23.78 34-9 

T9 =.1.12 I.£ 

S ==: .0951.6633.5681.6857,4 


Ex hoc computo habemus S= .0951.6633.5681.6857.4, quas adjefta 
aggregato ihitiaiium, exhibet 1.6449.3406.6848.2264.3 .pro yalore Se¬ 
riei propofitas. 

Exemplum Ii. 


Summanda fit Series i + q AE+fe 

Z—r Z _I , . _ . 

Aquatio eandem denotans eft T '=r--X“rrT, qti patebit fcri- 

z 

bendo valores 1, 2,3,4, &c. fucceflive pro z. Aquatio autem in 
Theoremate collata cum hac, dat w=j-, »=?:—, adeoque 


T2 = 







5* 
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T *=r 4 ^F T ’ t 3 =- s . 7 4 ^ T2 ’ T4= 

&c. 




Et S = ~~~~ T + T3 -f- &c- 

Per additionem reperies Summam decem Terminorum initialium effe 
1.3916.94645943.2880.5 ; dein ut eruatur Summa reliquorum fcribe 
11 pro 2, & Terminum decimum primum pro T, & habebis 


T =. 

OO83.9OO3.5809.6l68.i5 

T2 = 

22iO.892i.7644.7i 

t 3 = 

i5.l6O4.O349.56 

t 4 = 

I963.2742.l6 

t 5 = 

38.8835.92 

T6 = 

I.O484.94 

t 7 = 

358.18 

T8 = 

1477 

T9 = 

7i 


.1789.9383.0605.1587.3 

1.0738.6191.4274*3 

45.9406.1665.3 


457°*9°5 I *o 

76.0818.3 

1.8104.4 

562.5 

21.5 


1.0 


S =r. 1791.0168.0851.6085.6 


Addatur nunc S aggregato initialium, & prodibit „ 

i .5707.963 2.6794.8966. 1 pro valore Seriei, id eft, pro femiperiferia 
Circuli, cujus Diameter eft unitas. 


Exemplum III. 

Proponatur jam Series — A C + D &e* 

2— * 2—£ 

quae definitur Aquatione T' = -^X^p;T, in qua 1, 2, 3, 4, &c. 

1 1 

funt valores in determinata 2. Et erit w = ; & propterea 

T, — 5- 1 * 1 T T 9.2.3 __ T , T , _13-3*5 T: 

6.2.424-3 ’ ^ J4.2+I-4 2 ”! - ?' ’ . 22.24-2.42-J-n 

&C. 


Et S = 


6.2—1.1 


I *3 


T-t 


2.5 


T24 


22.X-P4—3*9 

9.II- 


T3 4 "&c. 
Colligo 
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Colligo jam novem Terminos initiales, quorum Summa prodit 
• 5 ° 55 *°° 4 ^ 47 1 8.3195.8, & fcribens 10 pro z, decimum vero Termi 
num pro T, habeo 

T = •0047,5565.5924.4791.67 


J 3 = 

t 4 = 

t 5 = 

T6 = 

T; = 

T8 — 
T 9 = 


9 21 .6387.4505.41 
6.8760.0058.48 
995-8557-oo 
22.0991.75 
6653.41 
2 5^54 

n- 5 l 

61 


« 0 935- 2 789*9 8 48.0902.9 

4160.5406.2053.0 
19.5167.2893.3 
21 85-7755-9 

40.9826/8 
1 -0937-5 
379-o 
16.1 
8 

S = -0935-6970.2649.4765.3 
Summa denique initialium addita ipfiS, conficit .5000.7011 7267 7061 t 
pro valore Seriei, id eft, pro Ordinata Curvse Elaftics Et hunc 
— 7 acobus Tullius rede invenit contineri intra limites .5983 

Exemplum IV. 

Proponatur Series . A + g B+ |lc + ^D + ^E +fc 
qu«e definitur JEquatione T'= 2=i x ^=| T> exiftentibus ,, 2( 3 ^ 
&c. valoribus indeterminatas fuccedentibus. Eft vero m = n== t . 

2 * 4 * 

& proinde 


T2 = 


2.2.42-f i T > T 3 i 0.24-1.42^-5 T2 » T 4 -\, 8.24^54^ T 3 > 

&c. 


Et s = 2 -~ T - 


2 2—[-2 


T2- 


Summa novem Terminorum initialium eft 1.2157.0599.7306.1260.6 
.t ut habeatur Summa reliquorum, pone 10 pro 2, & decimum^ Ter¬ 
minum pro T, ac per computum obtinebis 


5 8 Summatio Seri erum. 


T = .0050.1271.8406.8834.46- 
T2= -- - 1833.9213.6837.20 

T3= - - - - i5-5 6o 5-4*94.3 8 

T4 —.2425.8219.16 

T 5 .56.87 42.44 

T6 =.1.7922.51 

T 7 =. 707.95 

T 8 =.33.45 

T9=.- - 1.83 


.0952.4164.9730.7854.7 

8069.2540.2083.7 

43.2237.3595.5 

5224.8472.0 

103.7118.6 

2.9017.4 

1047.8 

46.1 

_ 

S = .0953.2277.9839.9238.1 


Adjiciatur jam S aggregato initialium, & obtinebis 
1.3110.2877.7146.0598.7 pro valore Seriei, id eft, pro longitudine 
Gurvse Elafticae, modo in lineam redtam extenfa foret. Hunc autem 
numerum determinavit Bernoullius confiftere inter limites 1.308 & 1.315. 
Quod fi longitudini Elafticae adjiciatur fua Ordinata, habebitur nume¬ 
rus 1.9100.9889.4513.8559.8 qui eft femiperiferia Ellipfeos habentis. 
1 & s/z pro Axibus. Et haec Exempla fufficiant; haud enim immo¬ 
ror Seriebus quae per hanc Propofitionem fummari polfint accurate. 

Sgholion. 


Hoc Theorema nullo fere negotio exhibet Areas Curvarum binomi- 

alium quarum Ordinatae continentur fub forma x* x\ in unico 

e 

tamen cafu, fcilicet ubi eft *-{-/** = °> fi ve hoc eft in eo 


cafu in quo Series pro Area convergit lentiflime. Sed ubi Areae non 
producendas funt ultra odto aut novem figuras, fufficit quaerere Sum¬ 
mam quatuor Terminorum initialium, nam S dabit eam reliquorum ex¬ 
iguo labore; imo fi nulli Termini initiales colligantur, fed inchoetur 
tranfmutatio ad primum Terminum, valor ipfius S approximabit ad 
valorem totius Seriei fat celeriter. Series autem in Theoremate, red¬ 
ditur generalior, atque extenditur ad cafus qui ad Quadraturas non at¬ 


tinent, ut fequitur. 
ponatur 


Sit /Equatio ad Seriem T'= 


zz-\-m 

zz-\-nz-\-r 


T, & 
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a~n —- 


r— w+a+i 

i=»+*-— + 2 

r = «+4 


r — // -|- 8 


r— viA 1 

r2»+4 

?i~ 

K * 

r — m-\ 

r3#4-9 

n- 

1-6 * 

r — m- 

(-qw-f-16 


/z+8 


»—1 X ZZ-j-#Z~f-r ’ 

T — —v 

3 n-1 -1 x 22+»-i- 1 .z+H" w 4 ' 1 * 

;; +3 ZZ-j-* 4.4.2-J- r-J- 2 

Xa = ^ <*-pX' 4~3 ■‘~t~9 

«-(-5 22-P»_|_6. 2—|—r—J—3»+ 9 ’ 

^C _ T5 mC-\-n—e3^>Xr-\-4n^-l6 

1 '~»+7 X zz+; ; +8.z+r+4»-fI6 , 


&c. 

Eritque S = 
n —1 * T «_}_! 


&c. 


T2+“^T~ 


Exemplum. 

Proponatur Series — 4 - — A-J-^B-f- — C-f- D-}--^*E&c. 
r 2 1 2.4 ' 4.6 1 6.8 ” 8.10 * 10.12 

quae definitur Aquatione T'=: —rrX~T7 T, exifientibus —, 7, 

z- i“i z “x* 222 

j-, &c. valoribus Abfcifiae 2 fuccefllvis. Haec Aquatio comparari ne¬ 
quit cum T=X T» e * Pcilicet in Propofitione ; in qua 

utique funt duo fa&oresz— », & z — n-\-i unitate differentes, quorum 
alter eft in Numeratore, alter in Denominatore: quum tamen in Aquati¬ 
one propofitam Seriem definiente differentiae fadtorum in Numeratore & 

Denominatore fint ^ . Igitur multiplico faftores in fe, & pro- 

zz 

dit T' = 22 1jl 22 ^_, T, & pergo ad Aquationem in Scholio j quam 

3 

cum altera comparans, habeo w=Q, » = 2, & hifcefcrip* 

tis oriuntur 




6o 


Sunimatio Serierum. 


_ £3 

g , 

* 42 

*= 7 §’ 

IOQ 

17 ’ 

*=i2S, 

32 , 

3 QI 

40’ 

&c. 


Tl =sX^k+ 3 T> 

/y ^ 3 ( 25 

3 ~ l6 X 422-J-I 62 +l 7 T2 ’ 

24 X 4ZZ+24Z-I-35 T 3 a 

Tr-7 Si 

3 2 X 4zz+ 3 22+63 l4 ’ 

T6 — — v - 121 x 

40 * 422-J-40Z-I-99 * 5 » 

&c. 


E -S = ^T + ^T, + !£te Tl+ e^£ST 4+to . 

9 ^ 5 ® j a ™ aggregatum fex Terminorum initialium, idemque prodibit 
.6106.6818.2373.0. Tum fubftitue feptimum Terminum 4 pro T, & 

valorem feptimum ~ pro z 5 .& per calculum invenies 
T =.0036.3492,9656.98 


T 2 = 
T 4 = 

t 5 = 

T6=: 
T; = 


1825.5,785.11 
29.7131.92 
8425762 
339-30 
^ 7‘50 
1.09 


.0258.9887.3806.0 

5210.5053.3 

59 ‘ 6 739‘9 
^•3 879.7 
49 J -Q 
23.1 
r-3 


S = .0259.5158.9994.3 

Inventa hoc modo S, eadem addatur Summae initialium & prodibit 
.6366.1977.2367.3 pro valore Seriei propofitae. Si vero unitas divida¬ 
tur per hunc numerum, quotus dabit Aream Circuli. Et eadem rati¬ 
one tranfmutantur Series quae definiuntur Aquatione hujufmodi T ~ 
z'+az*-\-bzA-c „ 

vel etiam generaliori. Et notandum eft .ffiqua- 

tmnem in Scholio T'= 22 ^pT, non ad pauciores cafus ideo ex- 

nl Dd ;itf in N 4 meratore , defit membrum in quo2 eft unius dimenfio- 
feni per tolli poteft mutando principium Abfciffie, eo . 
que pacto Theorema redditur fimplicius. 

Propo. 
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Propositio XII. 


Oporteat tranfmutare Seriem definitam JEquatione hu~ 
jus form<e 

in aliam celerrime convergentem . 

Afifume m — c —JZTc — » = '« + ;—; atque per Propofi- 

. , . r z4 

tionem decimam erit yy x ~|_ T proxime aequalis Seriei. Sic itaque 

quantitas illa primus Terminus Seriei tranfmutatae: & ad inveniendum 

fecundum, ponatur S = T -f Sz *, deinde per Propofitio- 

nem nonam quaeratur Aquatio ad Terminos Seriei S2 ; & ex illa elici¬ 
atur quantitas proxime jcqualis Seriei S2, eodem prorfus modo ac ap- 
proximatio ad Seriem S prius inventa fuit; & quantitas illa erit fe¬ 
cundus Terminus Seriei tranfmutatae : ac progrediendo fuper hifce ve- 
ftigiis, invenire licet Terminos fequentes tot quot volueris. Q^E. L 

Exemplum I. 


Tranfmutanda fit Series a/i 2 in 1— — J-—4- — _—— 4. 

3-3 ' 5-9 7-27 r 9- 81 11-243 

&c. quam adhibuit Halleius in Quadratuta Circuli. Relatio Termino¬ 
rum definitur /Equatione zT-j-jTT-f* i = 0, in qua valores ipfius z 
1 3 5 7 

f unc T» & c * Comparando autem hanc cum JEquatione m 

Problemate, eritr- = 3 , a =o, 1 = 0, c = i, d=o-, &indem = ^-, 

4 

» = —; quibus feriptis habebitur x T pro primo Termino 

Seriei tranfmutatae. 

3 42:—J—3 

Finge S = y X T S2, tum feribendo valores variabilium fuc- 

R 


cedentes 
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cedentes pro antecedentibus, proveniet S — T= — x 


4 * 
4 * 


id 

-7 

4*H 

H* 

42- 

ha 

L 4 2 ~ 

R 

42-1 

- 7 . 

42-I 

-6 


4 

'T'. Sed 


^T'+T2, & exinde T2 = ^-xgj^T+|x 

per Aequationem ad Seriem efl: T' = —— T x— t— ; quo fubftituto, 

3 2-r 1 

obtinebis T 2 = _i X^pjX7^X7^T. In quo valore feri- 
bendo quantitates variabiles pofteriores pro prioribus, emerget T'2 = 

— 5 x i4 = 3 X ^4 : 4 Xj 4 :: 5 T ’ Vel fubfticuendo -jTxqr 1 pro 
T', eveniet T'2 =+7x x^p. x > per h unc 

valorem ipfius T'2, efl: T = - x X X H+J X T ' 2 • Et 
per valorem ipfius,T2 antea repertum efl: T = — — xITfTxIT+Ix 


T2. Denique asquando hofce duos valores, Termini T, prodibit 
zz +--2 X T 2 + 3T2 X 22+72+5 = °5 Aquatio utique ad Termi¬ 
nos Seriei S2 j quae collata cum illa in Propofitione dat rz=3, a=z 

I g 

l=zo t c=z— y d— 5; hinc fit »1 = 3, 77 = 2; & proinde erit 
3 2 ~f “3 

T2 proxime aqualis Seriei S2 s adeoque Terminus fecundus 
Seriei tranfmutatae. 

3 2+3 

Ad inveniendum tertium afiiimatur S2= — X7~jr^ T2 -J-S3, & in- 

4 2.-J- 2. 


de per methodum DhTerentialem erit S2 — T2= ~ x ITT — y' 2 -I-S2 

4 2+3 ” * 

— T3, qua de priore fubdu&a, manet T2=— x —r^Ti _ — x — T'2 

4 2+4 4 z+3 

+ T 3 > ex qua oritur T 3 = x^ T 2 + ^x^ T'2. Sed per 
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, I 2 22+1 

Aquationem ad Seriem S2, efl T'2 =r—7 X X 2 ’^+y T2 ; quo 

14 e 

fubfiituto in valore ipfius T3, provenit T3 =—s"^ 22^4* 

2 7 ^| ^ T2 : ubi fcribendo valores variabilium confequentes pro antece¬ 
dentibus, orietur T ' 3 = —^X^rqz^X ^qi^X^qp T'2i vel fub- 
ftituendo pro T2 fuum valorem, erit V3 = ~ X X 


X 7 X 71—; X 77C7 T2. Per valores Terminorum T3, & T'3, 


6l 2 22-4-1 

22+8 X 3 X 2+2 X 22+5 

fi eliminetur T2, refultabit 22+7 2 T3+3 T'3 XZ2+—-2+14^0, 
quae eft Aquatio ad Terminos Seriei S3 ; eaque comparata cum illa in 
Theoremate exhibet a = 7, £=±o, r = ~~, ^=14; adeoquew=—> 
T 4 0 3 42+21 

» = — •, & propterea ~X — ^ ^ 3 erit approximatio ad Seriem Sj, 
five Terminus tertius Seriei tranfmutatae. 


Et fimili proceflu, ponendo S3 = -x T3 4- S4, invenies 

4 4 -j-14 * 

Terminum quartum effe X T4 ; exiftente T4 = ~ * 

~p X 2 jpg X 2 z-p Tj ‘ At( l ue eadem omnino ratione Series 

tranfmutata ad libitum producetur. Sed jam Terminorum prcgrefiio 
ap aret, exiftentibus 

"“~ X 22+l X 22 + 2 X 22 + 3 ^ 

Ts ? X 22+4 X 22+5 X 22+^6 T2> 

rp I _ 7 _ 8 Q _ 

^ 8 X ^2+7 X 7 z+J * 22 + 9 

rp _ l_ l O ' _1_I_ _ 12 

* ~~ 8 X 2Z+IO X 2Z + Il X 2Z+I2 

& c. 


Ac 


6 4 

AcS = 4 in S+^ T + ^T 5 


Summatio Serierum. 




42+21 

4^+ 1 4 


T 3 - 


-^ST 4+to . 


Summa decem Terminorum initialium eft 
3.1415.9051.0938.0800.9964.2 i & decimus primus fubftitutus pro T, 

ac — pro z , dant 

+ T = .OOOO.O279.3565.OOI4.I347.8 
I72.5274.8297.5 
1474 . 5938.7 

3.8136.O 
192.2 
J -5 


— i 2 — 

+£ = 
— t 4 == 

+ T 5 = 

_T6 = 


.0000.0 214.2791.3363.1147.5 .0000.0000.0139.7472.6106.4 

1244.1885.8 3*3215.2 


+ .0000.0214.2791.4607.3205.0 -0000.0000.0139.7475.93 23.0 

Subduc jam Summam negativorum ab ea affirmativorum, & proveniet 
.0000.0214.2651.7131.3882.0, quae addita aggregato initialium exhibet 
3.1415.9265.3589.7932.3846.2 pro valore Seriei propofita?. Et hi fex 
Termini Seriei tranfmutatae tantundem efficiunt ac trigintaduo Seriei 
fimplicis. Sed horum Theorematum ufus latius patet in Seriebus lentif- 
lime convergentibus, ad quarum utique valores pervenire non licet per 
meram additionem Terminorum. 


Exemplum II. 


Tranfmutanda fit Series 1 — — + ———-- \ _L & c rm * Ilt 

4*9 16 1 25 36 r * CU J U * 

Aquatio eft zzT + ZT+IT+T T'm'0, exiftentibus 1, 2, 3, 4, ^ & c 
valoribus ipfius 2: ordine fuccedentibus. Hic erit a=zo, b = o , c = 2 f 


T eft pri- 


d=i> r— 1; unde m=. 1, « = o, & propterea — \ - 

2 2 

mus Terminus Seriei tranfmutatae. 

Ut eruatur fecundus, finge S = ^- X+^ T4S2; & per metho¬ 
dum. Differentialem prodibit S— T = ^x T'4S2 — T2 •, qua: 

dedu&a 
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1 2-4-1 I 2-4-2 

dedu&a de priore relinquit T = —x T—— Xpp; T'+T 2 j ex 

2 Z 2 Z-p 1 

qua invenietur Ti = — x * T 4- — x "4—• T': fed iEquatio ad Seri- 

2 Z 2 2-|-l 

2Z-\-l 


—2ZT 


emS dat T—pqppp7’ 9 U0 fubftituto, proveniet T i =- 
T 


*-pi 


Scribe jam valores variabilium confequentes pro antecedentibus. & orietur 


22" —1—^ T 

T'2= — 2z-^- XgpT, vel rurfus ponendo pro T' fuum valorem, 

X 22 - 1—2 22 

T'2 =-X •=fsr X p—r T. Per valores Terminorum T2 & T'2, ex- 

termina T, & habebis z 4 -j-jz 3 xT2-)-2 4 +^z 3 -^i5Z*^i4Z-|-4x 

T'2, quae eft Aiquatio ad Terminos Seriei S2: eaque collata cum illa 
3 12 

in Propofitione, dat a=~, b = o, c =: d — 15, r=z i; & pro- 

1 g I ^ 

inde ^ = 3, » = quapropter eft T2 valor Seriei S2 quam- 

proxime, live Terminus fecundus Seriei tranfmutatae. Atque fuper 
hifce veftigiis progrediendo ut in Exemplo fuperiore, invenies 

AtS =TT T +5!p T >+i4 i , t 5 + S!(| t «+ & c. 

Vel ob faciliorem computum, pone 
A = T,B=^-„ Ca ^, D=^,E = ^, &c. 

mT 1 *-K 3 

Eritque S = — in ^ZjT 7 A—-^t3 B-f-*-ps C—D-|-*+9 E— &c. 

Summa decem Terminorum Seriei fummandas fub propriis fignis eft 
.Si79.6217.5610.9851.3. Tum ut habeatur Summa reliquorum fubfti- 

tue Terminum decimum primum, hoc eft, — pro T, & pro 2 va¬ 
lorem fuum refpe&ivum, fcilicet 11; ac habebis 


A = 
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^ 12l’ ® 12.1 


• A, C = - 


— B, D = -M&- c, &c, 
j.13 14.14.14 ’ 


Et S = in 6A —7B-f-8C —9D + 10E—8tc. 

Computus autem fic fe habet 
A = .0082.6446.2809.9173.5 


B = 

C = 
D = 
E = 
F = 
G = 
H = 

I = 

.0495.8677.6859.5041.0 

J3-93 22 -3 55 6 -o 

32.4950.0 

5 2 3- 2 

2.8 


478.2675.2372.2 

I * 74 I 5 * 2 944*5 
171.3604.0 

3 ‘ 2 495 *° 
99 r *7 
43- 6 
2.6 
,2 


Deinde 


.0000.3347.8726.6605.4 

1542.2436.0 

1.0908.7 

_ 33-8 

i—0000.3348.0296.9983.9 


+ .0495.8691.6214.4073.0 

Differentia harum Summarum divifa per 11, dat S = 
.0045.0485.7813.1280.8, quae adjedta aggregato decem initialium, con¬ 
ficit .8224.6703.3424.1132.1 pro valore Seriei. Quumque hic nume¬ 
rus dimidium fit illius in Exemplo primo Propofitionis decimae re¬ 
perti j concludendum eft utrumque computum redle inftitutum fuifle. 

Etenim Series 1 —j+j— 76 &c ' ubi Termil P funt alternatim 

negativi & affirmativi, dimidium eft hujus 1 + 4+“ + 75+ &c. in 
qua omnes funt ejufdem figni. 

Exemplum III. 

Proponatur Series 1—— -f- T — 7” "^9" — 77 c l uae definitur 

1 3 

jEquatione T=o, in qua valores Abfcifiae funt —, — 9 

5 
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, j"» &c. Et ineundo computum juxta hanc Propoficionem, deve¬ 
nietur ad regulam fequentem. Pone A = T, deinde 

c = r Bx '^ 5 x r=?> 

D_Lr V 3 -y 2 5 

2 X 22+5 X i??-’ 


E = r Dx 


4 49 

x “+ 7 x ^F 3 ! ’ 

&C. 


Eritque S — — in t A—B-f-z^pC—ix-j-^D-j-I^pT^E—&c. 

Summa duodecem Terminorum in Serie propofita eft 

.7646.0069.1481.8329.5, atque Terminus decimus tertius — — T, & 

2 5 

2/^ j 

z = —, quibus fcriptis, habemus A=—, 

__LiLlL— a p - 2 , 3-3 p n 3 - 5-5 p F 47-7 D . 

13.27.27 * 14.29.29 15-3 1 -3 1 C ’ 16.33.33 ’ 

ac S = —- in 13 A — 15B4-17C—19D-}- 21 E—.&c. 

25 

A = .0400.0000.0000.0000.0 
B = 422.0744.9614.9 

C = 6452.6422.0 

D = 33 - 5725-4 

E = 3776-5 

F = 73-4 


, 5 2 00.0000.0000.0000.0 
10.9694.9174.0 
7.9306.5 
_ 55-0 

, 52 oo.ooio. 97 o 2 * 5 ^ 35‘5 


-0000.6331.1174.4223.5 

637.8782.6 

1688.2 

__27 

—• »0000.63 31.1812.469 7.0 


3 
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Dein dividendo differentiam Summarum per 25, prodit S = 
.0207.9747.1915.6153.5, quae una cum aggregato initialium conficit 
•7853.98!6.3397.4483.0 pro valore Seriei fummandae. 

ScHOLION. 


Sicut una Aquatio definit Series numero infinitas, ita una Tranf- 
mutatio infervit Seriebus numero infinitis: Et unumquodque Exem¬ 
plum pro Theoremate eft habendum* fic Tranfmutatio in ultimo Exem¬ 
plo infervit Seriei generali 

L 1 . 1 1 , 1 

m ni-\-n ‘ m-\-in~~~ 7/2—3 n ' mA^^n 

Obfervandum eft legem continuandi Series per hanc Propofitionem 
tranfmutatas, non femper fe prodere ut in Exemplis quse hic elegi: 
hoc vero neutiquam incommodabit opus. Nam poltquam colliguntur 
fex circiter Termini Seriei fummandas, tres vel quatuor Seriei tranfmu- 
tatae dabunt quasfitum fatis accurate pro ufibus quibufcunque; in praxi 
enim raro opus eft continuare computum ultra novem aut decem figuras. 
Atque eodem res redit, 'five Termini Seriei tranfniutandas fint iifdem 
vel contrariis fignis affe£ti, five fint vel non fint afiignabiles. Labor 
enim femper erit levis, praeterquam ubi in Aquatione ad Seriem, quan¬ 
titas r eft negativa & fimul proxime aequalis unitati; ut fi fit r = 

__ V el . 99 , computus erit laboriofus. Sed hofce cafus facile 
10 100 1 

evitabit Analyfta peritus, quibus igitur remedium proferre non eft ope¬ 
rae pretium. 

Adjungerem quoque nonnulla de Seriebus hujufmodi 


— x* 4- — x ? + —- * 4 H—— x* -4- 
'2 ■ 6 1 24 1 120 1 


&c. 


x - 6 x, + T2 


: —- X 7 4 - &C. 

5040 T 


Ubi Termini in infinitum produ&i non habent datam rationem ad fe in¬ 
vicem, ut in Seriebus de quibus hafbenus egimus, fed antecedentes funt 
infinite majores confequentibus. Has exhibent Numerum ex dato Lo- 
garithmo, vel Sinum ex dato Arcu, & funt fui generis fimplicrfiimas. 
Tranfmutari poffunt per principia in fuperioribus pofita; casterum res 
commodius abfolvitur abfque Tranfmutationibus. Ut in Serie x-\- 


r* , +r*’ + I 


24 


x 4 &c. quas exhibet Numerum ex dato Loga- 

rithmo 
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rithmo x, fi eflfet * = 12.3785, rejicerem Chara&erifticam 12, & qu?e- 
rerem Numerum Logarithmi .3785 qui prodiret in Serie celeriter con¬ 
vergente ob Logarithmum jam unitate minorem ; quo dato non lateret 
Numerus Logarithmi 12.3785. Et eodem res redit five Logarithmus 
fit Tabularis five Hyperbolicus. 

Et fimilicer in quaerendo Sinum ex dato Arcu, fi idem major fit Qua¬ 
drante, fubducatur ex Semicirculo, & manebit Arcus Quadrante minor 
eundem habens Sinum ac prior, utique ejus fupplementum ad Semicir¬ 
culum. Arcus autem minor Quadrante dabit fuum Sinum in Serie ce¬ 
leriter convergente. 

Series quas definiuntur Aequationibus quas involvunt tres vel plures 
Terminos Seriei pofifunt fummari accurate vel quamproxime ex Analyfi 
fupra tradita: fufficiat autem hujufmodi computationum jecifie funda¬ 
mentum & aperuifie viam aliis quibus eft otium & animus hac de ma¬ 
teria plura fcutari. Sed ne omnino negletta videatur, dabimus Theo¬ 
rema generale ex principiis Moivr&i, quod tam ad Summationem quam 
ad Tranfmutationem hujus generis Serierum extenditur. 

Propositio XIII. 

In Seriebus ex Divijione ortis, eadem efl relatio inter Ter¬ 
minos ac Summas fuccejjiva& 

Sit Fra&io , 3 U2C Seriem refoluta eft 

i-|-3#-(“8x , -f- 2i x 3 -|-55x r +&c. Tum Summas fuccefllvas erunt 

I + 3 *+ 8 * l + 2I # 3 + 55 # 4 + I 44 * r +&c. 

3*-)-8* , 4- 2I * , +55* 4 + I 44**+&c- 

8x 2 +2ix 3 +55^'»-j-i44x r -J- &c. 

2i * 3 ~{" 55 * 4 + 1 44 **+ &c. 

55x 4 +i44x y -J-&c. 

&c. 


J — 3 *+** — 

3 *— xx 
1 — 3 *+** 

8 x*—3x J 

1— 3 *+** ^ 

21X 1 — 8 x 4 

1 —3^-j-xx ^ 
55* 4 — 2ix T 

1 — 3 *-|-xx 


T 


Et 



<jt> Summatio Smerunt. 

Et fenfus Propofitionis eft quod hae Summas eodem numero fufopfcte 
eandem ubiqiie habeht relationem ac Termini Seriei totidem numero 
fumpti. Exempli gratia, irt cafu praefente delatio inter tres quofvis 
Terminos ordine fliccedentes ferit x*T— 3 * T^-T^sco : atque ea 
de caufa relatio inter tres Summas fuccefiivas erit etiam xxS — 3 *S' 4 “ 
ut ekperienti pdtebit. Propofitio vero fic demonftratur. 

Sint r, >, t dafc^e quantitates, & affumatlir Aquatio ad Summae rS-f- 
jS' 4 -f S"=i6i dein fubftituendo Valores Variabilium fuccedcntes pro 
pratentibus, habebitur rS'-(-5S"+rS' #/ ±== o, quae fubditeh de priori, 

relinquit r S rS'+jS' — jS"+* s ''—/S'"=:o; in hac fubftrtue T pro 

S_S', T' pro S' — S", ac T" pro S"— S'", & proveniet rT-\-s T-J-. 

/T"==o. Et h£c eft eadem relatio ac ea Summarum primo affump- 
ta. Et fi phlrfes ve! pauciores fint Sbrnmae, eodem prorfus modo Pro¬ 
pofitio demonftrabitur. 

Corollarium. Hinc habemus methodum fummandi hafce Series ex 
data relatione Terminorum; ut fequentibus Exemplis fiet manifeftum. 

Exemplum I. 


Detur TEquatio a<J Terminos /T +^' = 0, & per hanc Propofitio- 
nem erit etiam eadem relatio Summarum, utique rS-pjS^o i pro 
S' fubftitue fuum valorem S— T, & orietur rS-|-f 5 — .jT — o, un¬ 


de fit S = T. Quare datur Summa S ex dato ejus primo Ter- 
m ino T. Ut fi Series fit 

■ +\+}. + f. +g ■+ &c. 


cujus TEqUatib eft 2T:—xT'=o, erit r 2=*2, j = — x •, quibus fcriptis,. 
prodibit S=z^~ T» velSs=-^--T. Subftituatur jam-quilibet Ter- 

* 2—— >X X—2 


minus pro T, & ^ Jj -■ T erit Summa ejus & omnium fequentium ufque 
in infinitum. Sit T aequalis primo Termino nempe unitati, &. habebi- 

x 

uir -—; pro valore lotius Seriei. 

Exemplum II 


Ad eundem modum fi /Equatio ad tres Terminos fit r T s T' -j-i 

xT" =0, relatio Summarum erit r S 4 “*S'~}-/S"=Oi in qua icriben- 

do 
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do $— T pro S', & S — T—T # pro S", emerget *S-}-jS— jT-f- 

~T 4 -rT' 

/S — /T — /T' = o, & exinde S = : adeoque datur Sex 

datis duobus Terminis. Sit Series fummanda 


I —3 x-j—S .V a 2 1 AT ’ —5 5X 4 — 1 44^ v &c. 

jn qua relatio Terminorum eft xxT — 3* T'-}-T" = o, hinc eft r=.xx , 

pIIT^T-f-T' 

j= — 3*, / = 1 i quibus fcriptis, habebitur S — Subfli- 

tue jam primum Terminum pro T, & fecundum pro T', & prodibit 

--i— pro valore Seriei. 

1— $x-\-xx r 

Similiter fi Aquatio ad Terminos fit rT -\-sT'-\-tT"-\-vT" ~o, 
erit S — ^ _ t £ C fi c deinceps quando relatio eft 

inter plures Terminos. 

S C H O L I O N* 

Notandum relationem Terminorum quae variabilis eft , eo propius 
accedere ad invariabilem, quo magis Termini recedunt ab initio, & 
tandem in diftantia infinita evadere omnino invariabilem ut in Seriebus 
ex Divifione ortis. Atque hanc appello ultimam relationem Termino¬ 
rum ad quam relatio eorum continue approximat, nunquam tamen 
perveniet accurate priufquam Termini remoti fuerint infinito intervallo 
a principio. 

Aquatio autem Differentialis definiens Seriem, rejiciendo dignitates 
Abfciffae omnes praeter altifiimam, & per hanc dividendo Aquatio¬ 
nem refiduara, dabit ultimam relationem Terminorum. Proponatur 
Aquatio rejice omnes dignitates Abfcif- 

fae infra quadratum, & manebit xvT zzzzT 1 zz, quae divifa per zz, 
dabit xx T = T'. Et haec eft relatio ultima Terminorum. 

Ultima autem relatio, quum conftans fit, fuppeditat methodum fum- 
mandi Series quamproxime, in quibus relatio Terminorum eft varia¬ 
bilis. Si detur Alquatio quaevis r T X **-f«H-*+ J T'x = o, 

5 

ultima relatio Terminorum erit rT-fjT'=o, unde S = jq- T 

quamproxime. Haec Aquatio obtinet accurate quando Terminus T 
infinite diftat ab initio, & proxime quando diftantia efl notabiliter 
magna Similiter fi Aquatio fit rT + 

ultima 
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lX t T 4 -tT 

ultima relatio erit r T T' = o, & S — proxime. 

Adeoque colligendo aliquot Terminos initiales, priufquam inchoatur 
computus, Summa reliquorum habebitur proxime per hanc methodum. 
Ex iifdem principiis etiam corrigere licet approximationem continue ut 
in Propofitione fequente. 


Propositio XIV. 

Omnis Series A + B + C + D + E-Mifr. in qua ultima 
relatio Terminorum ejl rT + jT'+^T =o, a Jf u ~ 
mendo n — r+s+t , 8? ponendo 


A 2 =rA 4 -jB+/C, A^=^A2 +jB2+/C2, A 4 =rA 3 +jB 3 + /C 3 , 
B 2 =rB-t-jC+/D, B 3 =rB 2 +;C 2 +/D 2 , B 4 = r B 3 +jC 3 +/D 3 , 
C2=rC+jD+^E, C 3 = rC2+^2+/E2, C 4 =rC 3 +iD 3 -f/E 3 , &c 
D2=rD+iE+/F, D 3 =:rD2-fjE2-f/Fz, D 4 =rD 3 +jE 3 +/F 3 , 
E 2 =rE+jF+/G, E 3 =rE2+5F2+/G2 3 E 4 =rE 3 +-*F 3 +/G 3 , 

j&c. ’ &c. &c- 


bipartitur in fequentes 

_ . A . A* A> A 4 A* 

,n *+^+^+^+P’+ &C ‘ 

. . B B1B3.B4.B5 

+ * + ^ + + & 


Per hanc itaque Propofitionem, Series in qua ultima relatio Termi¬ 
norum definitur Aquatione involvente tres Terminos, tranfmutabitur 
In duas hic exhibitas: quarum tamen prior evanefcit ubi eft J+/=o. 
Si relatio fit inter duos tantum Terminos rT+jT' = o, erit / = o; 
eaque de caufa, evanefcet Series pofterior, & ea quae tranfmutanda 
proponitur, migrabit in unicam ; quo in cafu particulari coincidet haec 
Propofitio cum Theoremate a D. Monmort invento. Si relatio fit in¬ 
ter plures Terminos quam in hac Propofitione, Series tranfmutanda 
migrabit in plures Series. At in omni cafu res erit manifefta ex eo 
jam exhibito. Et nolim amittere fimplicitatem, affectando nimium 
paucis compleCti. 


Exemplum 
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Exemplum I. 

Proponatur Series i+4*+9*’+i6* 3 +25* 4 .4- 3 6*r4- &c. Ubi co- 
efficientes funt quadrata numerorum naturalium: /Equatio difFerentialis 

eft xTx — T 'zz = o, & exinde ultima relatio *T—T'=o> 
adeoque r=x, /= — r, /—o, x—i ; atque 

A 3 ==2**, A4=o, 

®= 4 *V J* 2 =— 5 *S B 3 =2XS B 4 =o, 

C= 9 X , C 7 =r— 7 * 3 , C 3 =2X*, &c. 

D=i^ 3 , D 2 =— 9 * 4 , &C. 

E=25X 4 , &c. 

&c. 

Omnes igitur Termini poft A 3 , evanefcunt s & fubftituendo Iiofce 
valores, Series tranlmutata fit 

— i in — —=~r + 

Et hi tres Termini in unum collegi dant pro valore Seriei. Quod 

fi mutetur fignum ipfius x tam in Serie, quam in ejus valore, habe¬ 
bitur 

=^1 =I — 4*+9x 2 —i6x>-f. 2 5* 4 — 3 6x f +&c. 

+ Et inde etiam 

i 4 - 6 * , -|-x 4 

’ —= i +9* j +25* 4 +49*‘+8i* 8 + &c. 

id quod colligi poteft diredte ex Propofitione abfque hifce ambagibus. 

Exemplum II. 


Proponatur Series i +8*4-27*’+64*’+i2 5 x 4 -f-2i6*'+ &c. ubi 
Coefnci entes funt c ubi numerorum naturalium : & Aquatio ad Seriem 

eft *TX* , + 3 * , -b 3 «HFi —T r z ? = o; adeoque ultima relatio xT—T'=o5 
& inde r=x, *=—1, *=o, «=*—1; & 


V 


A=i 
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A=i, 

> 

& 

11 

1 

* 

A 3 = I 2 X , J 

A4—— 6 x\ 

A5=o, 

B— 8*, 

Bi ——19*’, 


B4 ——6* 4 , 

B5 =0,. 

C — 2 JX 2 , 

Cz=— 37 .v ! , 

C3 = M* 4 , 

C4 =:—Sx* , 

&c. 

D— 64* 3 , 

D2— — 5ia“, 

D 3 = 3 °x^ 

&c. 


E =125X 4 , 

E2—- 

&c. 



F =21 6x% 

&c. 





&c. 

Hic evanefcunt Termini poft A4 •, & valores fubftituti in Theoremate, 

dane 

1 jx , 12 x* 6 x * 

— 1 in -- - — -f- ^i — - 

x —1 x^? 1 x—r* x—1 4 

I /j V* ^|— 

& hi quatuor Termini colletti in unum dant -——-: ^ ~ 4 — pro valore 
Seriei. 

Exemplum IIL 


Detur Series fummanda 1 — 6X-4-27* 1 —io4**-f*3<&>.v 4 —i2i2# 5 -{- 
3842X 6 —1 i784# 7 -(-&c. quas definitur Aquatione **T^p 4 —2#T'£fr 
— T^2 = 0, evadat jam 2: infinite magna, & ultima relatio erit x*T— 
2*T'—T"=ro: hinc fit r=zxx, s=. —2*, /=—1, nx=.xx — ix —1 ; atque 


A_+i, 

B =— 6x 9 
C=+2 yx 2 , 
D=—104X 4 , 


E =+ 3 66 * 4 > 

F — -I2I2X T , 

G=+ 3842 ^ 4 , 
H=—H784X 7 


&c. 


A 2 = -I4X*, 

B2 =-j _ 44 Jf *» 

C2 =r—131*% 
D2=+376^ y , 
E 2 =—1052*% 
f 2 =z+imx\. 

&c. 


A 3 =-}- 29 X' 4 , A 4 =o, 

B3 ——70*% B 4 =0, 

C3 =-f-i69>f tf , &c. 

Dj=—408.V 7 , * 

&c. 


Subftitue jam hofce valores pro A, A2, A3, B, B2, B3, atque Series 
propofita- tranlmigrabit in fequentes duas numero Terminorum finitas, 



Quae duae in unam Summam colle&ae dant ====^ pro valore 

Seriei. Ad eundem modum Theorema applicatur ad Tranfmutationem 
Serierum quae fummari nequeunt. Demonftratio autem ex fequentibus 

fiet 



fiet manifefta. 
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cujus Nume¬ 


rator fit quantitas conftans ex membris quotcunque, quorum tamen 
numerus eft determinatus. Sit vero ejus Denominator dignitas quas¬ 
libet quantitatis, quas etiam conflatur ex membris quotvis Numero fi¬ 
nitis. Tum quicunque fit index n, fi Fradtio refolvatur in Seriem, ea¬ 
dem femper erit ultima relatio Terminorum, ac fi Denominator fuiflet 
fimplex poteftas In hanc i g itljr Series continue 

multiplicetur, fadum tandem abrumpet, fi fit n integer & affirmati¬ 
vus : hoc eft, fi Series fummabilis fit per fimplicem Aquationem. 

Proponatur Series i-—6x4-27**-—I04X 3 -(--366 x 4 —&c. in qua ulti¬ 
ma relatio Coefficientium eft A—iB—C=o-, fumo quantitatem xx — 

2x _i, vel mutatis fignis, i-j-2*— xx, in qua Coefficientes iidem funt 

ac in ultima relatione, & concludo Seriem propofitam, modo fumma¬ 
bilis fit,, aequalem die alicui Fradioni cujus Denominator eft Dignitas 
quaedam quantitatis i+ 2 *— xx. Ergo pono S=i — 6x-\-?.jx' —104*» 
—}—3—&c. & duco utramque partem in 1 —J—2A .-—xx ; atque prodit 

S X 1 +ix^Jcx = I —4X+14**— 44 X 5 -{' i 3 1 ^ 4 —& c - 9 uam quoniam non¬ 
dum abrumpit, iterum duco in eandem quantitatem, & habeo Sx 
f^-ix—xx * = 1 —— i2x ? -|-29x 4 —&c. dein tertia vice multi¬ 
plicans eandem, obtineo Sx 14-1*—*x 3 — r ; Terminis omnibus poft 
primum evanefeentibus. 

Igitur palam eft hanc Propofitionem nihil aliud praeftare quam me¬ 
thodum compendiofam multiplicationis, & fimul difpofitione.m Ter¬ 
minorum in Seriebus tranfmutatis quae efficit celerem convergentiam 
quando non abrumpunt. Quare Demonftrationem Ledlori indagandam 
relinquo, quae quidem eadem fere eft five Denominatores fint trino- 
raiales, quadriAomUles aut plurium nominum. 


Propositio XV. 

Invenire JEqmtionem fiw /Fgebraica five Fluxionalis fit, 
cujus Radix erit Series quacunque data quae definitur 
Mquatione in qm Fer mini Seriei funt unius tantum 
dimenfionis , 

Series datur ex* datis aliquot Terminis initialibus & fimul lege for¬ 
mandi reliquos: ex hHpe autem datis Invenietur Aquatio habens Seri¬ 
em illam pro Radice, id quod per Exempla fequentia intelligetur. 

Exemplum 




7 * 


Summatio Serterum. 


Exemplum I. 

Invenire Aquationem cujus Radix eft Series A-j-Bx+C^-j-Dx 3 -]- - 
Ex 4 +&c. in qua relatio Coefficientium eft conftans, fcilicet rA-(- 
Quoniam relatio eft invariabilis, concludo Seriem 
jequariFradlioni rationali, quam fic eruo. Fingo y aequalem Serie datae: 
& fumendo indices relationis r, j, /, v , in ordine inverfo, duco y ejuf- 
que valorem fuccefiive in v , tx , sx* , rx*, atque provenient 

vy =zv A-j-^Bx-l-^Cx * t’Dx 3 4 -J-^Fx r -f- & c * 

/xj= /Ax-j-zB* 1 -}- zCx 3 -j-zDx 4 -|-zEx r -j-&c. 
sx*y=i jAx I -J-zBx 3 -}-jCx 4 -|-jDx r -} _ 8£ c * 

rx 3 \= 

Sed ex fuppofitione, eft rA-j-jB-j-zC-j-t/D^o, rB-^-jC-j-zD-j-^Errro, 
& fic in infinitum. Unde evanefcunt omnes Termini in quibus x eft 
plurium quam duarum dimenfionum j adeoque reftabit 

Quae eft Aquatio determinans valorem Seriei. Exempli caufa, fit 
A=2, B=—3, C—7, r=3, J=—7, /=6, ^=4; & evadet Aquatio 

4)-+6*)'—7* , 5'+3* , 3- 8 *—4*>, vel y= 

Exemplum II. 


Invenire Aquationem quae pro Radice habeat Seriem + 

— x 4 — — x 4 - 4 - x * — * 1 g + &c. in qua relationes Coefficien- 

15 35 3*5 6 93 

tium funt 2A-}-^B=o, 4B-]-5 C=o, 6C-j-7D==o, 8D-|~9E=o, &c. 
In hoc Exemplo Aquatio quaefita involvet Fluxiones primas, quoniam 
numeri in relationibus funt aequi differentes. Affume ergo 

> =A+ Bx’+ C* 4 + Dx 6 + E* 8 +& c . 

erit xy=z 2Bx*-|-4Cx 4 -f-6Dx <5 -}-8Ex 8 -|- & c . 

) 4 -x>= A+ 3 Bx 2 + 5 Cx4 + 7 Dxtf + 9 E ^ 8 + & c - 

2x 1 )-(-x , )=2Ax , -J-4Bx 4 -}"6Cx <! -|-8Dx 8 -(- &c. 

Adjiciatur nync ultima Aquatio penultimae atque prodibit 
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ix*y +x 3 y =A 


+2A 
+ 3 B 



Sed ex hypothefi relationes Coefficientium funt 2A4-3B---0, 4B-f- 
^C=no, 6C-|-7 D=o, &c. ideoque Termini omnes poft primum A e- 

vanefcunt, & reftat Aquatio finita y-|-x)'-l-2x , ) , -f-x , )=A=i, five 
fubftituta fcilicet unitate, five primo Tet- 
mino Seriei pro Coefficiente A. 


Exemplum III. 


1 3 

Invenienda fit Aiquatio cujus Radix eft Series 1 —— x' — ^ * 4 — 

~-# 6 _-^-~x 8 —&c. ubi relationes Coefficientium funt 

256 2048 

_1.1 A-— i.zB=o, 1.3B—4 4 C=:d, 3.5C—< 5.6D=o, 5.7P—8.8E=o, &c. 

Vel —A—4B—o, 3 B—i6C=o, 15C—36D=o, 35D—64E=^, &c. 

In hoc cafu jEquatio defiderata neceflario involvet Fluxiones fecundas, 
quoniam numeri qui indicant relationem Coefficientium, funt duarum 
dimenfionum, five fadta fub numeris asquidifferentibus binatim fump- 
tis. Sit itaque 

}=A-j-Bx , -)-Cx 4 +Dx 6 -l-Ex s -}‘ &c. 
y=z 2 Bx+4Cx 3 +6Dx y +8Ex 7 +&c. 
xy 2Bx+i2Cx J -}-3oDx r -j-56Ex 7 -j- &c. 

— 4Bx-4-i6C* 3 -J- 3 6Dx y -4“64Ex 7 4-&c. 

*3 yJ^-x 1 y—x)=—Ax+3 Bx j +i 5CX y 4-3 5D* ’+ &c. 

Denique fubducendo hanc ultimam Aequationem de penultima, manebit 

—*’y-H— x ‘> , +^={+ 4 b} x +i6c} x +36d} A!, +61e} xT&c - 
hqc eft x y-—x 3 >+)’—x 1 )’ 4 -*}’=o, vel ) 4 "*>+ — Nam prop¬ 

ter relationem Coefficientium, omnia membra ex una parte Aequatio¬ 
nis evanefcunt. 

Exemplum IV. 

Quaeratur iEquatio, cujus Radix eft 1,+- Ax 1 Bx 4 + ^|Cx 4 

x +g 
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i 1? D**-4-&c. ubi relationes Coefiiciehtium iunt A— 4 Br=o, gB— 

~ 64 1 

i6C=o, 25C—36 D=o, &c. Finge 

^A+B^+Cx^+D^+E^+F* 10 +&c. 

Erit )’= 2B.v-j-4Gx’-l“6Dx f “(-8Ex 7 -|-ioFx 9 -|-&c. 

ac xy= 2Bx+i2Cx , +3oDx f +56Ex 7 +9oFx 9 +&C. 

Dein per cornputum invenies 

X) ._[_3 X »3_j-. X j' ) : = Ax+9Bx 3 +25Cx r +49Dx 7 -f 8iEx 9 + &c. 

^•-]-xy=4Bx+i6Cx } +36Dx T -]-64Ex 7 +iooFx 9 + &c. 
Harum Aquationum pofteriorem fubducito de priore & habebis 

*)—>X>- 3 «—*>' X }*± 16C \ x ’ I36D }* ’ ±6^}^ 

-)- &c. 

Et inde propter relationem Coefficientium, Aquatio erit *}'=>'* 1-3**+ 

xyxi — XX. 

Exemplum V. 

Quasratur Aquatio cujus Radix eft x-j- —x’ + - x 3 + 76* 4 +& c * 
Denominatores funt quadrata numerorum 1, 2, 35 AfTume 

,.=x+^**+^’+ I V , +r 5 ,c '+ &c ' 

Erit *y —+ * 4 + + 

Cujus Fluxio eft 

x y*\- y = 1 -}-x -J-x* J + * 4 + & c * 

.. . 1 

hoc eft x)’-f"?— f ili x * 

Similiter fi Series fit x+^- x'+ £j* 4 + &c * ubi Denomina¬ 

tores funt Cubi, invenies Aquationem efle y+ 3 *y+x *? = 

Et fi Series fit x+ -^x’+ g"# 1 exiftentibusDenomina- 

toribus 
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toribus biquadratis, prodibit Aquatio y+? +* 1 y 
Et fic deinceps. 

ScHOLION. 

Ex data igitur relatione Coefficientium, Series reducuntur ve'J ad 
Fra&iones vel ad Fluxiones, idque eadem prorfus facilitate in omnibus 
cafibus; five Series determinetur per relationem plurium vel paucio¬ 
rum Terminorum. Nam quoniam fumendo Fluxionem Seriei, Termi¬ 
ni ducuntur in indices dignitatum, qui femper funt asquidifferentes; 
& rurfus in alias quantitates sequidiflferentes, fumendo Fluxiones fecun¬ 
das ; & fic porro, formare licet hac rati6ne relationes Terminorum 
quaecunque fint, infiftendo veftigiis mox traditis. 

Ad fummationem autem perfe&am oportet Fluxiones reduci ad Flu¬ 
entes; quod ubi fieri nequit, concludendum eft, Seriem de qua agitur 
non efie ex ipfarum numero quae fummari pofiunt. Multum autem 
confert ad promovendam hanc dodtrinam ut Summationes reducantur 
ad Fluxiones, quoniam methodus regrediendi a fluxionibus ad Fluentes, 
licet imperfedta fit, eft tamen melius nota & magi& exculta quam ea re¬ 
grediendi a Differentiis ad Summas. Sed & altera alteri mutuo prsebe- 
bit opem: Fluentes enim fi inveniri poflint, exhibebunt Summas; vel 
e contra Summas inventas dabunt Fluentes. 

Ex Propofitionibus jam traditis,- aliifque ex iifdem principiis facile 
deducendis, invenire licet Radicem Aquationis cujufcunque accutatif- 
fime in numeris modo reduci pofiit in Seriem fimplicem, etiamfi len- 
tifiime convergentem. Sed etiamnum reftat difficultas, fi neque Series 
cito approximet neque fit-relatio Terminorum fimplex & idonea qu^ 
definiatur Aquatione differeirtiali. Quippe fi in Aquatione refolvenda 
reperiatur Radix ejufve Fluxiones plurium quam .unius dimenfionis, vel 
fi hae in fe mutuo multiplicentur; & hujufmodi membra nequeant elimi¬ 
nari: in iis inquam cafibus Radix non eft reducibilis in Seriem fim¬ 
plicem compofitam ex dignitatibus Abfciflk, faltem per artes mihi 
ha&enus notas. At dignitates Abfciflas utcunque altas fint in Aquati¬ 
one refolvenda, nullatenus obftant fimplicitati Seriei. 

Sed hac oblata occafione, conabor tollere difficultatem hadtenus in- 
tattam, quae tamen in reduftione Aquationum Fluxionalium maxima 
eft. Sciendum igitur eft eas Aquationes Fluxionales quas involvunt 
omnes conditiones Problematis, ideoque determinant omnes Coeffici- 
entes in fuis Radicibus, refolvi pofFe perinde ac Aquationes literales 
afFe&ae, idque per regulas a Newtono dudum traditas. Attamen ple¬ 
rumque fit Aquationes non determinare omnes Coefficientes Termino¬ 
rum 
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rum in fuis Radicibus; fcilicet quoniam quantitates conflantes evanef- 
cunt & omnino amittuntur ex Aquatione in progreflu a Fluentibus ad 
Fluxiones. Sed & variis modis evanefcere folent prout Fluxio fumitur, 
id quod Exemplo declarare libet. 

•GC* 

Proponatur Aquatio y'=za l -\-bx-\-— *, & fluente x uniformiter, 
atque fcripta unitate pro ejus Fluxione i habebitur per Methodum di- 

re&am 2 y 3/.= b -]—— : cujus Radix per methodos Newtoni extratta, 

x* 

eadem erit ac Radix Fluentis y' = £x + —;, idque propter quantitatem 

aa jam amiflam. Et hoc in cafu non determinatur primus Terminus 
Seriei, qui utique pendet ex evanefcente quantitate aa. 

y * 

Similiter fi Aquatio propofita prius dividatur per x , exibit — = 


aa 

x 


-j- b -J- j7, cujus Fluxio eft , vel ducendo 


in x 2 , 2xyy y* — — maa "i“ ~ • h u > us Radix pure fumpta ea- 

x 4 

dem eft ac Fluentis, y* =<**-}-—. Quo in cafu non determinatur 

fecundus Terminus Seriei, qui dependet ex Coefficiente b nunc a- 
miffa. 

Denique fi Aquatio fluens dividatur per x 4 , habebitur ~ = a ~ 

— + & exinde Fluxio erit — ~7 = vel 2X y 

X’ 1 X x x xx 

_4^— .%bx quae refoluta per regulas vulgares, eandem da¬ 
bit Radicem atque Fluens y 2 = a* -\-bx : adeoque Terminus Seriei quin¬ 
tus, qui dependet ex Coefficiente cc non determinatur. Hinc patet 
fluxionales Aquationes 

2 yy- h +—y 

• 3X 4 

ixyy — y 2 =■ — aa -\——, 

2x3^ — 4-y 2 =—4**— 3 

x 4 

provenire ab unica fluente y* = aa-\-bx-\-— : per primam Terminus 

primus Seriei non determinatur j per fecundam determinatur primus at 
r 1 non 
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non fecundus Terminus ; per tertiam denique determinantur primi qua- 
tuor Termini Seriei, at quintus relinquitur indeterminatus. Pofifunt igi¬ 
tur diverfas Aquationes fluxionales provenire ex eadem fluente. Sed 
methodus refolutionis non erit perfecta priufquam in poteftate fuerit 
exhibere omnes Radices diverfarum fluentium a quibus Fluxio qurevis 
propofita ullo modo pervenire poflit. Nam necefle eft habere rationem 
quantitatum qite vel a< 5 tu evanuere vel evanefcere potuerunt. 

Etenim non licet extrahere Radicem ex Aquatione fluxionali tan- 
quam nulla quantitas evanuiflet, dein addere quantitatem datam fluenti 
inventae ut in Quadratura Curvarum. Termini utique indeterminati 
faepiflime funt quantitates invariabiles : & additio Quantitatis date 
Radici invente non aequipollet additioni Quantitatis Aquationi re- 

4* , 

folvendae. Sic eadem Fluxio 2 = -jj provenire poteft ab utra¬ 

vis fluentium yy =z aa-\- bx- ve l yy = £x-p — » quarum tamen 
Radices fortiuntur formas omnino diverfas, fcilicet prior A-(-Bx-f- 

« 3 r 

Cx 1 -f- &c. pofterior Ax 1 -f- B * * -j-Cx 1 -|- &c. 

Infuper fieri poteft Aquationem fluxionalem involvere omnes Coeffi- 
cientes quas involvit fluens, & hoc non obftante. Terminos omnes non 

x* 

determinari, ut in Exemplo fequente. Aquatio y 3 =zaa-\-bx-\-^ 
exhibet diretfte Fluxionem 2 yy=zb -\-—^-: quae fi ducatur in y, eva- 
det 231*31= by - — ; & dein fubftituatur pro yy fuus valor aa- f- 


X* . a xx A y 4X ^ V 

, tandem habebitur 2aay-\-ibxy = by -p Et 


haec eft Aquatio fluxionalis involvens omnes Coefficientes quas invol¬ 
vit ejus fluens; in qua nihilominus primus Terminus Seriei non deter¬ 
minatur. Idem etiam ubique eveniet nifi adfit membrum in Aquati¬ 
one quod nec involvit Radicem neque ejus Fluxionem quamlibet. 

Sunt & aliae difficultates quamplurimae haud minoris momenti, quas 
facile quivis percipiet multiplicari in Fluxionibus inferiorum ordinum : 
nam in Fluxionibus fecundis, Termini duo ab invicem neutiquam pen¬ 
dentes pofiunt effe indeterminati, & tres in tertiis ; & fic porro. Cae- 
terum accidit haud raro omnes Terminos determinari ex Aqaatione e- 
tiam involvente Fluxiones inferiorum. Ordinum. Et omnia qaae hic 
di<fta funt de Fluxione cujus fluens nota eft, etiam vera funt de Fluxioni¬ 
bus quarum fluentes funt ignotas. 

Y Radix 
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Radix Aquationis cujufcunque eft quantitas, quae fcripta pro litera 
denotante Radicem, efficiet omnes Terminos Aquationis refultantis 
evanefcere. Termini autem duobus tantum modis poliunt evanefcere, 
vel per fignorum contrarietatem in membris homologis, vel etiam ubi 
reperitur quantitas conflans in fluente*, eadem enim nullum relinquit 

veftigium in Fluxione. Ut fi fit y = Ax n -, erit y=zn Ax*—', y = 
n »Z. nAx n ~ x *, fi fit n — o, evanefcet valor Fluxionis primae; fi fit 


im _» = o, id eft, w = o, vel n— i, evanefcet valor fecundae; idque 

abfque aliis membris homologis quae eas deftruere poffint. Et haec 
funt principia per qu?e enodandae funt difficultates univerfae quae occur¬ 
runt in refolutione Aquationum fluxionalium. 

Proponatur Aquatio refolvenda r i y i = r 1 x i — x^*, vel pofita uni¬ 
tate pro x , — y*. Per parallelogrammum vel alias New- 

toni methodos, invenies Radicem 


?=*-6F + 7 


20 r 4 


5Q4or 6 


■&c. 


Hujus enim quadratum fcriptum pro y + 9 & Fluxionis quadratum pro 

y* efficiet omnia membra Aquationis refultantis fefe deftruere per 
contrarietatem fignorum. Videamus autem analia fit radix quae hoc 
.modo inveniri nequeat. Illum in finem finge Ax n efle primum Ter¬ 
minum Seriei, live y = Ax n proxime; eritque 'yz=.nAx H - x ; adeoque 
y J = l w 2 & y* = A 2 * 2 " » quibus fcriptis, refultattf^A 1 *"'—■ 

r*,_ A z x zn , vel ducendo totam in x 2 , 

n z r z A 2 x zn =r z x z — A z x 2n ^ 2 . 


Ubi patet membrum n 2 r % A 2 x 2H evanefcere quando eft n=z o: fubfti- 
tuatur ergo o pro n, & evadet Aquatio 

ox r 2 A 2 x 0 z=zr*x 2 — A 2 * 2 

hoc igitur in cafu evanefcit membrum r z A z x° in quo x eft minimarum 
dimenfionum : eaque de caufa erit Ax\ five conflans quantitas A pri¬ 
mus Terminus Seriei eo citius convergentis quo minor eft x. Atque 
hunc computum profequendo invenies per methodos vulgares 


y=z Axi- 


& . __ . 

' 2 r 2 "' 24 r 4 ' 


■ &c. 


’ 2r 2 1 24 r 4 72or° 

Sed quantitas A ex Aquatione Fluxionali non determinatur. Quod fi 


Aquationis r 2 f-= t z _ y 2 , capiatur Fluxio habebitur 2 yyvz —2 yy 9 

vel dividendo & tranfponendo r 2 y + y = o. Ponamus jam effe yskAx n * 

» erit 
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erit )*=// A a 1 ”— 1 , & y=zZn^n Ax*—*, quibus fubflitutis, prodic 
» n —~nXr' Ax* 2 A x* = o ; ubi patet indicem « — 2 non comparari 
pofie cum indice n\ & proinde nullam Radicem illa methodo erui 
pofie. Attamen ponendo CoefRcientem — » = o, habebitur « = o, 
& n = i ; adeoque potcft A vel A* efife primus Terminus Seriei, uti 
.prius invenimus. 

Prior Series dat Sinum, & pofterior Cofinum ex dato Arcu x. Eftque 
CoefRciens A in pofteriore aequalis Radio r. Etenim five ponas y pro 

Sinu vel Cofinu, femper incides in Aquationem r 2 }» s= r' — y x , quas 
nulla Radice explicabilis eft praeter duas jam exhibitas. Ex hoc autem 
Exemplo notare licet formam Seriei femper determinatam efie ex Aqua¬ 
tione, etiamfi Coeificientes non determinentur. Et ubi CoefRciens cu- 
jufvis Termini non det e rmi n&tur, index ipfius x in eodem femper in¬ 
venietur ponendo membrum aliquod Aquationis refultantis aequale nihi¬ 
lo. Ubi vero Coefjficiens Termini determinatur, index ipfius x in eo¬ 
dem invenitur per comparationem duorum indicum in Aquatione re¬ 
sultante, idque per regulas New toni . 

Refolvenda fit Aquatio xy—x 1 y =0, ubi x fluit uni¬ 

formiter, & unitas fcribitur pro ejus fluxione. Finge y=zAx* proxime, 

eritque y==znAx n ~~ r , y — » « — » A x *— 1 : quibus fubflitutis in Aquati, 
one refultat » »—» Ax"— a + a a—n n A x n = o. Pone jam CoefRcientem 
nn —#=o, & prodibit -«==0, vel tiz=.i : hi valores fubftituti pro n 
in Aquatione, exhibent 

ox Ax~~ z -\-aa Ax° =0, & 
ox Ax—'-\- 7 Z^l Ax = o ; 

quumque in utroque cafu evanefcat membrum in quo x eft minima¬ 
rum dimenfionum, concludo efle o vel 1, indicem ipfius x in primo 
Termino Seriei quae convergit eo citius.quo minor eft x: adeoque ufur- 
pare licet 

^A + Bx^JCx^Dx* +&c. 
vel )’=Ax+Bx } +C*'+ D * 7 + &c . 

In Aquatione refultante nn^n Ax "~ 2 + aa—nn Ax" = o, pone nunc 
CoefRcientem ^—««=0 ; eritque n=z + a: fcribe igitur + &—a 
pro n , & prodibit 

ZZZTa Ax fl ~ 2 +ox Ax 4 ro 
ZZ\~a Ax- 4 - 1 +ox Ax — 4 = o. 

Jn utroque igitur cafu evanefcit membrum in quo x eft maximarum di¬ 
menfionum *, eaque propter eritque -f -a vel —a index primi Termini 
Seriei eo citius convergentis quo major eft x. Nam afiumere licet 

y* 


84 Summatio Serierum. 

y = Ax* Bx *— 2 + 4 + Dx 4 — 1 6 -(- &c. 

vel y = Ax -- -j-B.v— i,—2 -|-Cx — ' a ~ 4 -|- D.v— 6 
Harum quatuor Serierum coefficientes determinatae dant valores Radi¬ 
cis fequentes 


„ , o —aa A , . 4— aa n , 16 —-m 26— . 

A +— Ax ‘+Tr B ^+-T^ Cx 


A ,+ A *’+2=f Bx*+^C,*+^ D«* +&c. 


A <*— z.a — 


— 4 •*—S . ^ <*— (ua —7 .. P 


a *‘ , ~4^~ x * i ~ s.rri x *» — 12.^5 x **~~ 16.4-4 x * 


A A 

4.4-41 x 


ti^±i v B v £. v — _ &c 

5.4-41 X x a 12.^3 X x l 16.«-44 X x 2 


Duae priores attinent ad multiplicationem aut divifionem Arcus circu¬ 
laris. Pofteriores vero fpe&ant ad aream Hyperbolae. Et haec Exem¬ 
pla fufficiant ad illuftrandam regulam hic addu&am pro determinando 
judice. Ea deducitur ex Propofitione quinta : atque per eandem & re¬ 
gulas Newtoni , extra&io radicum in Seriebus infinitis ad umbilicum per¬ 
ducitur, uti quivis facile percipiet qui mediocriter verfatus eft in iis quae 
hac de re Authores ha&enus protulere. Etenim facile demonftrabitur 
Aquationem non admittere Seriem pro Radice quae hac methodo non 
eruitur. Sed hic non loquor de Seriebus quae conflantur ex Terminis 
in quibus indeterminata x habet indices indeterminatos. 
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Interpolatione Serierum. 



I T refla quaevis pofitione data PQ, fuper quam eri¬ 
gantur Ordinatae quotcunque A, B, C, D, &c. fibi 
mutuo paralJelse, & aqualibus intervallis ab invicem 
diftantes: defignent autem hae Ordinatas Terminos Se¬ 
rici regularis, continue increfcentes vel decrefcentes, & 
eodem ligno affedlos ; atque una eademque Curva tranli- 


bit per extremitates omnium, quae quidem determinabitur ex data 



yEquatione ad Seriem, id eft, ex data AEquatione generaliter expri¬ 
mente relationem inter duas vel plures Ordinatas quafvis fucceflivas. 


¥WWW 
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Si ex data Aquatione illa differentiali erui poffit Aquatio huius 
Curva: Algebraica, utpote qua: definit relationem inter Abfciffus'& 
Ordinatas correfpondentes, habebitur Ordinata quacunque ex data eius 
Abfcifia per refolutionem Aquationum affeftarum, adeoque Internnla 
tio Seriei abfoluta; qua: utique confidit in afiignadone cuiuflibet Ter 
mini primam vel intermedii ex dato ejus loco in Serie.' Ubi m 
Aquatio Curva: Algebraica nequit inveniri, id quod plerumque fit 
nihil ulterius fperandum eft quam exhibere valorem Termini cuiadibl; 
quiefiti per Seriem convergentem, vel forte per Quadraturam Cur 
varum. ur ' 

Hic autem loquor de Terminis jequidiftantibus, quorum quippe reh- 
tmnes prodeunt fcnbendo numeros a?quidifferentes fucceftive pro Ah 
fcifia z in aequatione differentiali Seriem definiente. Nam intervallum 
commune Ordinatarum fuper Abfciflam confiftentium, proportionale eft 
incremento invariabili indeterminata z. 1 1 


Propositio XVI. 

i5/ 'idem fit intervallum commune Terminorum primano¬ 
rum & intermediorum ,, detur unus eoe interme¬ 

diis, dabuntyr omnes ex data Mquatione ad pri¬ 
marios. 1 


In figura fuper,ore defignent A, B, C, D, & c . Terminos primarios 
% c - jntermedios; fintque intervalla primariorum AB BC 
CD, &c. aequalia intervallis intermediorum ab, bc , cd, &c. quodque cui’ 
que Dico omnes intermedios dari ex dato eorum quovis uno & fi- 
mul/Equatione differentiali definiente relationem primariorum 

Ktemm Aquatio quas aflignat relationem primariorum definit Cnr 

vam tranfeuntem per eorum extremitates; & TEquatio qu* definit r. 
lationem intermediorum-definit etiam Curvam tranfeuntem per i! L 
extremitates. Sed per definitionem primariorum & intermedion/ 71 
eadem Curva tranfit per amborum extremitates ; quare eadrm /r?„ m 
do qusdefini. Curvam, definiet relationem Terginorum in u^Z' 
Serie. Et illa Aquatio, datur ex hypothefi; adeoque datur lex con 
tmtmnd^ intermedios, qui itaque omnes dabuntur ex dato quovis uno. 

ZrZZ' S ' q« 5 vis differentiali exprimente relati- 

PA P PB Pc' U pn A ^ B ’ C V D ’ &C ' V i l ° rCS fu «effivi AbfciffiE 2 fi ne 
— rj ’ exiftente pundto quovis P principio Abfcifi^ : 

tum 
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tum habebuntur relationes intermediorum fcribendoproz fuccefiive —P.?, 
P b, Pe, Pd, &c. in eadem Aquatione. Nam Aquatio differentialis ge¬ 
neraliter exprimit relationem inter duas quafcunque Ordinatas ad certam 
diftantiam ab invicem fitas, five eas cadant in Serie primariarum five in 
ea intermediarum. 


Exemplum I. 

In progreflione Terminorum Geometrica 1, x , at 1 , x 3 , a 4 , &c. fi 
Termini in medio confiftentes inter primarios fint a y b y c, d y e, &c. erit 
b—Wy c=bx y d=cx, c=dx y &c. quorum utique eadem eft relatio ac 
primariorum. 

Exemplum IL 

Si Termini primarii fint i, 1, 2, 6, 24, 120, 720, &c. quorum relati¬ 
ones- funt B=^A, C=:2B, D=3C, &c- & Terminus directe 

in medio confiftens inter duos primos 1 & 1 fit a\ reliqui dabun¬ 
tur per Aquationes b=X a y c = | b, d = j r, e = j d y &c. hi utpote 

confiftunt in medio inter duos quofque primarios, ab iifdem hinc inde 
requaliter diftantes. 

Si vero a defignet Terminum inter primum & fecundum, cujus 

4 

diftantia a primo eft tertia pars intervalli communis j pone b~—a y 

c - 2 - ^ = — c y e =.— d y &c. atque a , b y c, d y c y &c. erunt inter¬ 

medii quorum quifque diftat tertia parte intervalli communis a prima¬ 
rio ipfum antecedente, vel duabus tertiis partibus ejufdem intervalli a 
primario ipfum immediate confequente. Conftat igitur relationem in¬ 
termediorum dari ex Interpolatione relationis primanorum: & ea fem- 
p.er eft interpolabilis, quoniam aflignatur per Aquationem ad Senem. 

Exemplum III. 

Proponatur Series L. §■, &c. quae producitur per mul- 

1 3 7 

tiplicationem continuam numerorum —, “, £-» g“> ll t a Ter- 

2 

minus in medio inter primum & fecundum, atque ponatur b = j 
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4 , t 6 8 

^~ I ’ 7 r ’ * ~ 9 &C ' tUm erUnt by c ' d ' &c * reli q ili «nter- 

medii qui confiftunt in medio inter duos quofque primarios. 

S C H OLION. 

SiiEquatioad Seriem involvat tres Terminos, debent dari duo; & 
tres fi involvat quatuor, & fic porro, ut habeantur reliqui inter medii. 
Hujus autem generis eft Propofitio Neu>toni feptima in Tradhitu de qua¬ 
dratura Curvarum, quas tamen non tantum obtinet in Curvis fed & in 
. rie fi uacun ftue. Atque ufui venit hoc Theorema quotiefeunque que¬ 
ritur Terminus intermedius qui confiftit prope initium Serici • eo enim 
m calu ejus valor proveniet in Serie lentiflime convergente ; quare pri¬ 
mo quaerendus eft refpedivus intermedius fatis remotus a principio 
cujus utique valor prodibit in Serie cito approximante: dein ex hoc 
dato regrediendum eft ad illum primo propofitum per relationes Ter- 
minorum, ut in hac Propoficione. 

Propositio XVII. 


Omms Senes efl interpolabitis, cujus Termini conflant ex 
faclonbus interpolabilibus. 

Sit Ax«x., Bxixft CxiXy, T) X dxS, &c. Series cuius Ter 
mini conflantur ex tribus facftoribus: dico eam efle interpolabilem fi 
interpolabilcs fint tres fidorum Series, fcilicet A. B C D ,w h 
c, d y &c. & «, 0 , y , <f, & c . ’ ’ ’ 1 ’ 

Quoniam enim Termini intermedii in Serie compofita, eodem modo 
formantur ex intermediis correlpondentibus in Seriebus fimplicibus ac 
primam ex primariis ; lidem invenientur ducendo rcfpetfrivos interme 
dios Senerum fimplicium in fe mutuo. Ut fi T fit Terminus inter 
d & L, / refpectivus inter b & c, atque T refpedivus inter fl & „ . 
tum Terminus correfpondens in Serie compofita, fcilicet is inter Ex 
f'X/3 & CxiXy, erit fadhim fub illis tribus, nempe T x /Xt Et fi 
^uKs^vel pauciores fint fadores, fimiliter demonftrabitur Propofitio. 


Corollarium. Hinc in Serie interpolanda, fi du$ vel plures Series fafto- 
,nter P° labl) f» poffunt rejici ex computo: dein reliqua; 
poan a; per methodos poftea tradendas. Nam interpolatio non 
eft temere fufcipienda; fed ante exordium operis inquirendum eft qua;- 
nam Iit oenes fimpliciflima ex cujus intercalatione pendet ea Seriei pro- 

pofitae. 
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litas. Atque haec praeparatio eft magna ex parte omnino necefiaria, 
ut deveniamus ad conclufiones concinnas & elegantes. 

Exemplum I. 


Si Series intercalanda fit r, ~ x, -^77 x 4 , &c. pri¬ 

mum refolvo eandem in tres Series fadtorum fimplicium ad modum 
fequentem 





x 4 , &c. 


1 1 1 

P 7 * 9’ &c - 
l 1 1L &c 

8 » 16’ 128» C> 


& harum trium Serierum palam eft duas primas efie interpolabiles, non 
item tertiam ; quae tamen quum fit fimplicior, facilius interpolabitur 
quam ea quae proponitur. Ut fi defideretur is in medio inter fecun¬ 
dum & tertium Seriei compofitas ; patet correfpondentes Terminos in 


prima & fecunda Serierum fimplicium efie 


& — refpe&ive: in ter¬ 


tia Terminus correfpondens appelletur T, dein fa&um fub hifce tri- 

3 j j 

bus x z , —, & T, five — Tx*/x erit is qui defideratur. Adeoque 

Interpolatio Seriei compofitas reducitur ad Interpolationem Seriei fim- 

plicioris. 


Exemplum II. 


jr y I T - 1 ^- 2 T 4 - 2 

Si detur Series hujufmodi 1, — A, —*— B, —j— C, — - D, &c. 

J P J> + 1 P+ 2 i>+3 

interpolare licet Series Numeratorum & Denominatorum feorfim, hoc 

eft. Series 

1, r, r . r -p 7 , r . r-p"i. T- f 7 , &c. 

P-> P P-Y I & c * 

Deinde Terminus quilibet in Serie Numeratorum divifus per refpecfti- 
vum in ea Denominatorum, dabit correfpondentem in Serie propofita. 
Si differentia inter r Sc p fit numerus parvus, non opus eft hujus ar¬ 
tificii. Cseterum quando praedi&a differentia eft magna, necefle eft 
interpolare Numeratores & Denominatores feorfim. 

A a 


ScHOLlON» 
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Huc etiam referri debent plurimae hujufmodi praeparationes. Ex¬ 
empli gratia, fi Seriei 

&c. e , d, c, b 9 a y A, B, C, D, E, &c. 
hinc inde excurrentis in infinitum defideretur Terminus in medio in¬ 
ter duos medios primarios a & A. Duc Terminos primarios aequa¬ 
liter a medio diftantes in fe mutuo i hoc eft, A in a, B in b , &c. 
& componetur nova Series utrinque excurrens in infinitum 
&c. D d y C c, B b y A a, A a, B b y Cr, Dd, &c. 
cujus Termini a medio aequaliter hinc inde remoti funt inter fe aequales: 
&. cujus Terminus in medio inter Aa 8 c Aa erit quadratum Termini 
quaefiti qui confiftit in medio inter a & A in Serie prius propofita. 
Igitur Terminus ille quaefitus erui pofiit per interpolationem alterutrius 
Seriei. 

Notandum eft Terminum defideratum confiftere pofie in diverfis 
Seriebus, & ex ea confideratione facilius nonnunquam inveniri. Ut fi 
Terminus quilibet quaefitus lateat in medio inter primum & fecundum in 
utravis Serierum fequentium 

i, r.r-f-i, r.r+i .r + 2, &c. 

^_ _i_ 

P ’ p-p-\-^ P-p-^r 1 ♦/ , + 2 ’ c ' 

Tum ducendo Terminos refpe&ivos in fe mutuo producetur nova Se¬ 
ries. 


. a A t+Jn t+? c r + 3 
S ’;+« ’ ’FF 3 


D, &c. 


inter cujus Terminum primum & fecundum is qui medium locum te¬ 
net, aequalis eft quadrato ejus primo propofiti. 

Nonnunquam etiam interpolatio profpere fuccedet per Logarithmos 
praefertim fi Terminorum permagna fint differentias. Sed haec & 
limilia addifeenda funt experientia. Nam ficuti in Algebra vulgari 
tota ars Analyftae non confiftit in refolutione Aequationum affedtarum, 
ftd in perducendo Problemata ad eafdcm; ita etiam in hac Analyfi’ 
minus folertiae requiritur ad refolutionem Aequationum differentialium 
aut interpolationem Serierum; in inveniendis enim Seriebus quae deter¬ 
minant quantitates incognitas, quaeque idoneae fint interpolationi, con¬ 
fini longe major difficultas. 


PfcOPo. 

2 . 
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Propositio XVIII. 


Si Termini duarum Seriernm formentur ducendo in fe con¬ 
tinue l : ra£iiones quarum Numeratores & Denomina - 
tores increjcant perpetua additione unitatis, & fi iidem 
fint Numeratores in utraque • Dico Terminum unius 
cujus dijlantia ab initio eft differentia faCtorum in altera 
re qualem effe Termino hujus cujus dijlantia ab initio ejl 
differentia fa Ciorum m ilici Sene y modo primi Termini 
fibi invicem sequentur. 

Sint duae Series quarum primi Termini A 8 c a fibi mutuo aequentur 
r rA-i r + 2 r-\-2 _ 

b = -a, c=H=- B > D = E =rx". D > &c - 

P I + 1 P + 2 C + 3 

, r r+i , , r + 2 r -|- 3 . a 

? J+I ?+ 2 * J + 3 

& in quibus iidem funt Numeratores, dico Terminum prioris cujus di- 
ftantia ab initio aequalis eft differenciae fa&orutn in pofteriore, nempe 

q _r, sequalem effe Termino pofterioris, cujus diftantia ab initio eft 

p _r, fcilicet differentiae fadtorum in Serie priore. Et notandum, ubi 

p _ r vel q — r eft quantitas negativa, Terminos de quibus agitur 

confiftere ante primos hifce intervallis. 

Affimiamus Terminum quemlibet Seriei prioris, verbi gratia fepti- 
mum, pofita A=i» fcilicec 

r r + i r+2 r + 3 rA r 4 r+5 
X J+i X FH X H r 3 X i+ 4 X i+ 5 ’ C ' 

Et primo fi fit p -—r = o, five />=r-, erit /-f-issr+it /-f" 2=:r -h 2 »' 
&c. adeoque omnes Numeratores & Denominatores iefe mutuo dcftru- 
unt, & reftat G= 1. 

Si fic /> —r= 1, erit p=r+1 i & inde p-(-i=r+2, /-f-2a=:r+3 t 
&c. quo in cafu evanefcent omnes Numeratores praeter primum, & 

r 

Denominatores omnes praeter ultimum j exiftente G=ix^~p^» vel 

G = iX,r^6 propter p-f 5 squalem r+ 6 . 
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Si Ht /—r= 2, vel /=r-1-2 ; erit p+i=r-f3, ^+2=^-4, &c. 
& nunc evanefcent Numeratores omnes praeter duos primos, & omnes 

Denominatores praeter duos ultimos, manente G = 1 x ~~r~ x ^t - 1 

*+4 *p+5 

vel G=ix^i^X^ 1 . propter /+4=''+ 6 ’ & /+f 

Et fimiliter fi fit p —'' = 3» vel 3 » evanefcent Numerato¬ 

res omnes praeter tres primos, & Denominatores omnes praeter tres 


ultimos : & in illo cafu erit G = iX: 


rJ T 1 r+2 „ 

V“+ 6 x rT 7 X rT 8 - Atque u- 
niverfaliter in valore Termini G, tot femper erunt Numeratores toti- 
demque Denominatores quot funt unitates in p —r, ut in Tabula fe- 
quente 


1 

It 

0 

G — 1, 

: p — rz= I, 

G=1 x r+6’ 


_ r r -\-1 

p — r=z2 3 

G — IX r+6 X r+ 7 ’ 


r r-j-i r + 2 

p — r = 3, 

'G=-X r — 


r r-f-i r- \-2 

p — r = 4, 

G ““ J X r-f 6 X r-|-7 X r-J-8 


&c. 

Adeoque fi ponatur q=r-\- 6 , fiye q — r = 6-, Terminus hujus Se- 
r r- 4- 1 

riei 1 , — A, ; ; | i B, &c. cujus intervallum ab initio efl: q—r five 6, 
r r * 4 - 1 

aequalis efl: Termino hujus 1, — a, —r-~ b, &c. cujus intervallum ab 

initio efl: p — r. Et eodem modo manifefta erit Propofltio in aliis ca- 
fibus. qIe. D. 


Corollarium. Hinc fi differentia fa&orum p & r non fit permagna, 
Terminus Seriei prioris utcunque longe remotus ab initio femper deter¬ 
minabitur per Terminum in Serie pofteriore qui parum diftat a prin¬ 
cipio. Ut Exemplis fequentibus patebit. 


Exemplum 
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Exemplum I. 


Sit rr=3, 
duae Series 


/> = 5, £=io; & hifce valoribus fubftitutis, evadent 



3.4 3^5 3-4-5- 6 & 

V? s*-r 5 . 67 . 3 ’ * c - 

3.4 3-4.5 ^4.5.6 _ &c 

IO.Il’ 10.11.12’ 10. II. 12.13’ 


Eft vero q _r = 7, /> —r = 2; adeoque Terminus in priore cujus 

intervallum ab initio eft 7, aequalis erit Termino in pofteriore, cuju* 
intervallum ab initio eft 2 , five quod idem eft, ortavus Terminus Se* 

riei prioris gqu^ is eft tertio pofterions 7^7-7. Et no¬ 

tandum eft ubi differentia inter/» & r eft numerus integer, tum Ter¬ 
minum quemvis Seriei prioris femper aequari primario alicui in pofte¬ 
riore. 


Exemplum II. 


f Sit prior Series 1, j A, j B, j C, j D, &c. & quoniam fettorum 
incrementum eft binarius, divide Numeratores & Denominatores per 

binarium-, & prodibit Series 1, 7-A, 73^7 B, T_p Q &c. ubi jam in¬ 
crementum fertorum eft unitas; & per cOnfequehs haec Series compa¬ 
rari poffit cum illa in Theoremate, prodeuntibus r=zi,>p-~ : Sit 

etiam m intervallum inter primum Terminum Seriei & quemvis alium» 
& erit m — q —r, vel m = q— 1, atque j = quo lubftituto e 

vadet Series pofterior 

2 £ 3f &c 

w J r 7 w-fl’ w+3’ w+4’ 

cujus Terminus ab initio remotus intervallo p —r, live — aqualis 

erit Termino prioris cujus intervallum ab initio eft quantitas quascun- 
aue m Hoc eft, Terminus prioris- utcunque longe remotus a princi¬ 
pio frilicet diftantfe utcunque magna m femper aquabitur Termino 
pofterioris qui confiftit ante primum dimidio intervalli communis^ 
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Vel fi fumatur Series r, j A, 2 - B, C, L D, & c . cujus Ter- 

mini funt reciproci ejus de qua nunc egimus, erit r = T —, p = j. & fi 
fit intervallum inter Terminum primum & quemvis alium erit 

m — q —r, vel m = q — —, ac q — m -, & pofterior Series evadet 

j _ n _ _3?_ 5 C Jjdj 

9 + 2W-J-3» 27 A-J- 5 ’ 2/W+7’ 

In qua Terminus ab initio remotus diftantia / — r, fi ve — ; id eft, 

Terminus in medio inter primum & fecundum, tequalis erit Termino 
cuicunque prioris cujus diftantia ab initio eft quantitas qualibet m. Ut 
fi defideretur Terminus Seriei millefimus primus, cujus utique interval¬ 
lum ab initio eft mille, erit w = iooo, & Terminus Seriei 

, a $ c 7d & 

’ 2001* 2003* 2005’ 2OO7’ C * 

qui confiftit iu medio inter primum i & fecundum aequalis erit 

millefimo primo Termino hujus i, — A, — B, — C, — D, &c. Cujus 
etiam Termini intermedii eodem modo inveniuntur; nam fi pro m fcri- 
batur 999“"» proveniet Series 

, _f_ JL _ 7 l _ 

* 2000’ 2002’ 2004’ 2006’ &:c * 

cujus Terminus in medio inter primum & fecundum, sequalis eft Ter- 
mino hujus Seriei 1, j A, 2 - B, t c, 7 - D, &c. qui confiftit in me- 
dio inter millefimum & millefiimum primum. 

Exemplum III. 

Si quaeratur Terminus hujus Seriei i, - A, — B, — C — D, &c 
• • ,« . . . „ . 1 4 7 10 

cujus intervallum a principio fit quantitas quselibet m : primo divide 
Numeratores & Denominatores per incrementum ipforum commune 3, 

& evadet Series 1, — A, B, &c. adeoque erit r = —, t = —, q —. 

t t n 3 1 3 1 
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2 



x 5 & inde q = m -f- — : unde Series pofterior evadet 


* 3 W + 2 ’ 3 w+5* 3».-j-n > 


cujus Terminus ab inicio diftans intervallo / — r, five —id eft, 

Terminus qui confidit ante primum tertia parte intervalli communis, 
aequalis eft Termino Seriei prioris, qui didat a principio, intervallo quan¬ 


tumvis magno m. 


De Quantitatum DijjerentYis. 

Sit a , b , r, d, e , Series quotcunque quantitatum, & fi priores aufe¬ 
rantur de pofterioribus, manebunt Differentiae primae l —rf, c — b 9 
d —r, e — d: dein fi harum Differentiarum priores fimiliter auferantur 
de pofterioribus, relinquentur Differenrise fecundae c — zbA-a y d — 
2 c-\-b, e — 2 d-\~c ; quarum rurfus Differentias conftituunt Differentias 
tertias d — 3c-\-^b — a -> e — 3^ + 3 ^—quantitatum a, b y c, d, e. 
Et fic porro proceditur ufque dum perventum fuerit ad ultimam Diffe¬ 
rentiam ut in Tabula fequente. 

2das 

C — Z 

7.YlZfifi 

i — 


Sit t — v binomium in quo unciae 1, —1 easdem fint ac Coefff- 
cientcs in Differentiis primis i tum uncias quadrati 1 — ia-}-* 1 , lcili- 
cet —2, -|- 1 erunt Coefficienres in Diierentiis (ccundis; item 

uncia? Cubi r, —3, -j-3, _1 erunt Coefficientes in Dinerentiis ter¬ 

tiis : & in genere Conficientes in quolibet ordine Differentiarum erunt 
unciae in correfpondente dignitate binomii. Atque hilce praecognitis, 
pergere licet per fitltum ad quemlibet ordinem Differentiarum aofque 
confideratione intermediarum. 

Dute quantitates habent Differentiam primam, tres habent fecundam, 
quatuor tertiam i nec ulteriores habere poffunt* Sed nonnunquam ac¬ 
cidit 
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cidit qucndam ordinem Differentiarum conftituere progreffionem aequa¬ 
lium, quo in cafu ulteriores Differentiae non habentur, utcunque mag¬ 
nus fit quantitatum numerus. Sic in progreffione arithmetica aequan¬ 
tur differentiae primae, adeoque non dantur fecundae. Et in Serie qua¬ 
dratorum i, 4, 9, 16, 25, &c. quorum radices funt aequidifferentes, 
differentiae primae 3, 5* 7, 9, &c. lunt in progreffione arithmetica, fe¬ 
cundae funt aequales, caque de caufa tertiae lunt nihil. Sic etiam in 
Serie cuborum 1, 8, 27, 64, 125, 216, &c. Differentiae primae funt 7, 
19, 37, 61, 91, &c. fecundae 12, 18, 24, 30, &c. tertiae 6, 6, 6, &c. 
utique aequales *, adeoque quartae nihil. 

Et univerfaliter fint A, B, C, D, E, quantitates quotcunque datae, 
2 vero variabilis, tum in expreffione A-j- Bz-j-Cz’ -f-Dz 3 -|-Ez + 
fcribe numeros quofvis aequidifferentes fucceffive pro 2; & quantita¬ 
tum provenientium ultimae Differentiae determinabuntur per alttfiimam 
dignitatem z 4 , nulla ratione habita ad inferiores. Sic in hoc cafu quar¬ 
ta differentia eft ultima, propterea quod quarta poteftas z 4 fit hic a!- 
tifTima. 

Saepiffime differentiae conftituunt Seriem convergentem in cafibus 
quando non abrumpunt. Ut fi a , c, d , e, &c. fint fere inter fe ae¬ 
quales, earumque Differentiae primae b — t — b, d —r, e — d , &c. 
etiam fibi mutuo fere aequales, atque etiam fecundae fimiliter & fequentes 
fibi mutuo quamproxime aequales, tum 1 — c,l —2 b-\-a^d — 3 C ~\- 
%b — a , &c. conffituent Seriem convergentem. Item differentiae Ter¬ 
minorum quorum relatio definitur Aiquatione 

T Xz e -\-az d —i Scc. =T x z* + cz *- 1 4 *-f &c* 

fumptas ad modum praecedentem conficient Seriem convergentem. Sed 
non expe&andum e 11 Differentias quantitatum quarumcumque vel con¬ 
vergere vel abrumpere. Hoc tantum accidit in iis quantitatibus quas 
increfcunt aut decrelcunt accurate vel quamproxime eadem celeritate 
ac certas quasdam dignitates numerorum mquidifferentium. 

. De Defaipttone Curvarum per data puntta. 

Newlonus in Epiftola ad Oldenburgum Anno 1676 data, poftquam 
Tnonftraverat artificium evitandi Series nimium complexas in quadratura 
Curvarum trinomialium ; inquit, “ Sed haec minoris facio, quod ubi 

Series fimplices non funt fatis tra&abiles, aliam nondum communi- 
“ catam methodum habeo, qua pro libitu acceditur ad quasfitum. 
‘ c Ejus fundamentum eft commoda, expedita, generalis folutio hujus 
tc Problematis, Curvam Geometricam defcribere , otice per data quotcunque 
4t punita tranfibit. Docuit Euclides defcriptionem Circuli per tria pun- 
Poteft etiam Sestio Conica defcribi per quinque data pundla* 
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“ & Curva trium dimenfionum per feptem data punda; (adeo ut in 
“ poteftate habeam defcriptionem omnium Curvarum iftius ordinis, quas 
“ P er ieptem tantum punda determinantur.) Hasc (latim Geometrice 
“ fiunt nullo calculo interpofito. Sed fuperius Problema eft alterius 
u generis: & quamvis prima fronte intradabile videatur; tamen res 
li aliter fe habet. Eft enim fere ex pulcherrimis quas folvere defi- 
M derem. 

New tonus in Propofitione fefcagefima Arithmetica Univerfalis, docet 
defcriptionem Parabolae Conicae per quatuor punda: vel potius docet 
methodum inveniendi Aquationem ad Parabolam qus tranfibit per 
quatuor data punda. Et eadem methodo deferibere licet Lineam 
tertii ordinis per novem punda, & Lineam quarti per quatuordecem. 
Et fic in reliquis. Sed noftrum inftitutum non requirit folutionem 
a deo generalem; fufficit enim deferibere figuram Parabolicam per ex¬ 
tremitates quotcunque ordinatarum quas funt fibi mutuo, & etiam Axi 
Curvas parallelas. Sed neque deferiptio Curvas organica motu angu¬ 
lorum, aut alio quovis modo, ad prasfens propofitum conducit: eodem 
res redit five Curva adu deferibatur, five deferipta concipiatur. Curvje 
enim hic nullatenus funt neceffarias, nifi quatenus adjumento funt in- 
telledui in rite concipiendo Problemate. Etenim deferiptio Parabolas 
per data punda, idem eft omnino Problema ac aflignatio quantitatum 
ex datis ipfarum Differentiis; quas per Algebram folam, idque per re- 
folutionem Aquationum fimplicium femper perficitur. 

Propositio XIX. 

Detur Series Ordinatarum ce qui dtjl antium ex una tantum 
parte pergens in infinitum , & oporteat invenire Li¬ 
neam Parabolicam qu<e tranfibit per extremitates om- 
nmm . ;r _, 

Defignent A, Ar, A2, A3, A4, &c. Ordinatasasquidiftantesinfiftentes 
Abfciffs normaliter. Colligeear^m:diffefentiasprim;is B, Br, Bi,B 3, &c. 
fecundas C, Cr, C2, &c. tertias D, Di, &c. & fic porro. Adeo ut 
A fit Ordinata prima, B differentia prima duarum primarum Ordina¬ 
tarum, C differentia^ecunda.ttiup prjmarum Ordinatarum, D differen¬ 
tia tertia quatuor prjmaru^ & fia.dejqceps'. 'Differentiae autem colligi 
debent auferendo priqres ubique de pofferioribus; hoc eft, ponendo 
B==Ai — A, B 1 = A 2 — A i, ; 5tc. C = B 1— B, &c., & ita porro in 
•^fiqu^i.PPWo eas effe negativas qp oriuntur ex fubdudione quan¬ 
titatis majoris de minore. 

C c Hifce 


1 



?8 
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A Ai A2 A3TA4 A5 
B Bi B2 B3 B+ 

C Ci C2 C3 
D Di D2 
E Ei 
F 


Hifce praemiffis, fit T quaevis Ordinata in genere, primaria vel in¬ 
termedia, cujus diftantia a prima Ordinata A, nempe AT fit ad in¬ 
tervallum commune aequidiftantium ut quantitas indeterminata z ad 
unitatem, eritque 

T = A + 

BXp + 

_ z z —1 

Cx r x—+ 

z Z -I z -2 

Dx 7 x— X— + 

^ Z Z—.1 Z—2 z—3 „ 

E *r x “ x ~^ x ~^ + 

_ z z —I z — 2 Z — 3 ^ z —4 r 

Fx-x—x-r x— x —+ 

123 *t o 

&c. 


Hic eft valor Ordinatae cujufvis T jacentis ad eafdem partes Ordi¬ 
natae primae A, ad quas jacent reliquae: quod fi jaceret ad alteras, tum 
mutandum foret fignum Abfciffae z* Etenim Abfcifiam pono affirma¬ 
tivam quae ab initio tendit dextram verfus inter Ordinatas pofteriores *, 
negativam vero quae ad contrarias partes porrigitur. Propolitio autem 
lic demonltratur. 

i Concipe 
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Concipe Ordinatam T motu parallelo latam deferri fuper Abfciflam, 
adeo ut fucceffive deveniat ad loca reliquarum. Et quoniam illius 
diftantia ab Ordinata prima ponitur efle ad intervallum Ordinatarum 
commune ut z ad unitatem ; erit Z lucceffive sequalis o, 1, 2, 3, 4, 
&c. & interea T sequalis Ordinatis A, Ai, A2, A3, &c. per vices, 
cuique in fuo loco. Igitur ad eruendas Coefficientes A, B, C, D, &c. 
quas efficiunt Parabolam tranfire per extremitates Ordinatarum, in TE- 

quatione ad figuram T = A -|- B C p- X T --f- D j- x ~~~~ X 

z _2 

-y- + &c. fcribe Ordinatas A, Ai, A2, A3, &c. fucceffive pro T; 

& interea pro z , longitudines Abfciffie ordine fequentes, id eft, o, 1 
2, 3, &c. atque emergent /Equationes 

A=A, Unde A=A, 

Ai —A+B, B—Ai—A, 

A2=A~|-2B-|-C, C=A2—2 Ai-J-A, 

A 3 =A-j- 3 B-j- 3 C-f- 3 D, D=A3—3A24-3A1—A, 

A 4 =A-J- 4 B-f- 6 C-{- 4 D+E, E=A4—4A3-j-6A2—4Ai-J-A, 

&c. 

Quippe ex valoribus Ordinatarum A, Ai, A2, &c. viciffim eruun¬ 
tur valores Coefficientium A, B, C, &c. Ex quibus patet Ordinatam 
primam A efife primam Coefficientem *, item differentiam duarum pri¬ 
marum Ordinatarum effe Coefficientem fecundam; & differentiam fe¬ 
cundam primarum trium efle Coefficientem tertiam; & fic in infinitum. 
Igitur valores Coefficientium infolutione pofiti efficiunt Parabolam tran- 
fire per extremitaoes Ordinatarum. E. D. 

Idem dtter. 

Fingamus efle in genere T = A-{- B ~ -f- C — X —7— -f- D — x 

2—-I 2—2 

—-— X —+ &C. ubi A, B, C, D,&c. funt Coefficientes determinan¬ 

das. Scribe valores variabilium confequentes T', z-\-i pro anteceden- 
tibus T,2 j. & emerget T'= A -\-B + 

z u»*, 1 

-X —r~ + & c * de quo fi fubducatur valor ipflus T,- habebitur 
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T_T = B-fC 7 + Dx 7 X^~ :I + &c. 

Ubi fubftituendo T", T', 2+1 pro T', T, z, prodibit T"—T’= 
B-]-C —j—~ 4 ~ & c - a t l u0 valor ipfius T'—.T fubdu- 
£tus relinquit 

T'— 2 T'+T = C+D + &c. 

Et fimiliter invenies T"' — 3T"-|-3T , —T = D + &c. Defignet jam 
T primam Ordinatam, & valor correfpondens Abfciffae erit nihil; quo 
fubftituto invenies 

A=T, 

c B = T' —T, 

C=:T"—2T'+T, 

D = T'"— 3T ,/ + 3 T / —.T, 

&c. 

Hoc eft, prima Coefficiens A aequalis eft Ordinatae primae T; fecunda 
B aequalis eft differentiae inter duas primas Ordinatas T & T'; tertia 
C aequalis eft differentiae fecundae trium primarum Ordinatarum, T, 
T', T "; quarta C aequalis eft differentiae tertiae primarum quatuor Or¬ 
dinatarum ; & fic porro in reliquis ut jam demonftratum eft. 

Exemplum I. 


Dentur quinque Ordinatae i, 4» 2, 3, 9, per quarum extremitates 
oportet Parabolam tranfire. Collige earum 

differentias primas 3, —2, 1, 6-, fecundas 14239 
— 5 , 3> 5» tertias 8 > 2 '» & ultimam —6. 3—2 1 6 

Dein juxta praefcripta in folutione Propofiti- —5 3 5 

onis, pro A, B, C, &c. ponantur Ordinata 8 2 

prima, & prima quaeque differentia refpe- —6 

ttive ; hoc eft, A=i, B = 3, C==—- 5 * 

D=8, E =_ 6; at F, G, &c. erunt nihil. Hifce autem valonbus 

fubftitutis, prodit Aiquatio ad Parabolam 


t = , + j 7 -S-^, —+S 7 «- 
quas in ordinem rcdu&a fit T = 


Z — T z—l ^ Z ^ Z —T ^ Z — 1 


3 11 3 .4 

y 2-|-i i6z —.1 1 i2 a 4~ 2 4 z 3 —3 24 
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que ad probandum opus, fcribe o, i, 2,3, 4, fucceflive pro Abftiffa 
z, & pro T provenient Ordinatas quinque propofitas. 

Ceterum Ordinatae poffunt fumi in ordine inverfo, modo mutentur 
figna differentiarum in ordinibus alternis: tunc ponendum eft A=p 9 
® = —6, C = 5, D = — 2, E= — 6; quibus lcriptis & Aquatione 
prodeunte in ordinem reda< 5 ta, tandem obtinebitur T = 

108—9224-9Z , -J-i42p—32* • . . _ 

---- —-i m qua fi pro zfubftituantur o, 1, 2, 3, 4, 

prodibunt Ordinatas propofitas in ordine inverfo. Atque hic obtinentur 
duae Aquationes pro eadem Parabola, quoniam Abfciffa initium ducit 
nunc a prima, nunc ab ultima Ordinata. 


Exemplum IE 


Oporteat nunc invenire Aquationem ad Parabolam quas tranfit per 
extremitates fex Ordinatarum asqui- 

diftantium 5,3,7, 23, 57, 115. Coi- 5 3 7 2 3 57 J15 

lige earum differentias primas, reli- —2 4 16 34 58 

quafque ufque dum perventum fuerit 612 18 24 

ad ultimas, ut in margine. Et inve- 6 6 6 

nies A=5, B = — 2, C = 6, D = 6. 

Quibus fubftitutis, oritur 


2,2 2—1 , 2 2 - 1 2 - 2 

T = 5 _ 2r + 6 7 x— +6 ? x— X—. 


quae redutta fit T = 5—Et fi pro z fcribas fucceflive o, 
I, 2, 3, 4, 5, provenient fex Ordinatae propofitas. 

Linea retta tranfit per duo pun&a, Parabola Conica per tria, Cubica- 
per quatuor, Biquadratica per quinque, & fic in infinitum. Nonnun- 
quam vero accidit Curvam inferioris ordinis tranfire per plura pun&a, 
ut in Exemplo noviflimo. Ordo autem Parabolas femper denotatur 
per ultimum Ordinem differentiarum. Quod fi numerus Ordinatarum 
fit infinitus, & progreflio aequalium differentiarum non obveniat, in 
eo inquam cafu Curva erit dimenfionum infinitarum, valore ipfius T 
excurrente in Seriem infinitam. 


SCH OLION. 

In hac folutione pofuimus diftantiam communem Ordinatarum efle 
unitatem*, verum fi pro eadem ufurpaffem quantitatem quamvis 0, 
prodiiffet 

D d 


T = 
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t = A + Bx|+Cx|x^+Dx*-x^x^ + & , 


Finge jam Ordinatam fecundam Ai=A-f- A», 

tertiam - A2=A-)-2A«-f- A«% 
quartam A3=A-f-3A«-J-3 A«*-f“ A# J , 

quintam A4 == A-|-4A//-|-6A# a —|-4Aw J -|—Afl 4 t 
&c. 


Et invenies viciflim B = A», C = A#*, D = A» J , 
quibus valoribus fubftitutis pro B, C, D, E, &c. orietur 


E 


A n 4 9 &c. 


T = A + A r +A=-x~+A^x- 


+ &c. 


Evadat jam intervallum commune n nihil, & A, A, A, &c. evadent 
fluxiones Ordinatae primae A, dummodo fluxio Abfciflae 2 fit unitas j 
atque proveniet 


T — A-^-Az-]-— A z 2 -j-^- Az* Az 4 -|-&c. 

Igitur coincidentibus Ordinatis aequidiftantibus, incidimus in Seriem ubi 
Coefficientes Terminorum funt fluxiones Ordinatje primre refpedive 
divifae per numeros 1, 2, 6, 24, &c. qui generantur per continuam 
multiplicationem horum, 1, 2, 3, 4, &c. Et iioc primus deprehendit 
D. Taylor in Methodo Incrementorum , & poftea Her manus in Appendice 
ad Phoronomiam. 

Hinc fi Ordinata Curvae cujufcunque refolvatur in Seriem hujus for- 
A*f Bz-fCz 1 *!* Dz 3 -(-&c. ubi exponentes Abfciflae z funt 
numeri integri &r affirmativi; primus Terminus A eft prima Ordinata, 
utique quae tranfit per initium Abfciflae; primi duo A -J-.Bz denotant 
lineam redam quae tranfit per duo Curvae punda coincidentia, quae¬ 
que proinde tangit Curvam; primi tres Termini AB z-f-Cz* de¬ 
finiunt Parabolam Conicam quae tranfit per tria Curvae punda coinci¬ 
dentia, quaeque ea de caufa tangit Curvam, eandemque habet Curvatu¬ 
ram in pundo per quod tranfit Ordinata prima; primi quatuor Ter¬ 
mini A B z -|- C2* -|-D z^ definiunt Parabolam Cubicam quae tran¬ 
fit per quatuor Curvae punda - coeuntia, id eft, quae tangit Curvam, 
eandemque habet Curvaturam & Variationem Curvaturae in pundo Con- 
tadus. Denique tota Series A-f-Bz + Cz*-j-Dz»+&c. eft Ordi¬ 
nata Parabolae dimenfionum infinitarum quae tangit Curvam, & in pun¬ 
do Contadus, habet eandem Curvaturam, Variationem Curvaturae, 

1 Varia- 
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Variationem Variationis, & fic in infinitum, ut exprimitur a Newtono 
in Propofitione decima Libri fecundi Principiorum. Vel quod eodem 
redit, tota Series eft Ordinata Parabolae tranfeuntis per Ordinatas Cur¬ 
vae aequidiftantes, numero infinitas, & coincidentes cum Ordinata 
prima. 

Hinc ideam habemus analogiae quae eft inter Methodum Differenti- 
alem & Methodum vulgarem Serierum ; haec procedit per Fluxiones 
five rationes differentiarum ultimas, illa vero generaliter per differen¬ 
tias cujufcunque magnitudinis. F 

Defignet DEF Curuam quamvis, ^-“- 

cujus Abfciffa AC decuffat Ordina- ~~- 

tas aequidiftantes A D, BE, CF, ad \ 

angulos redtos. Sitque AB = z, _L_ 

AD=Aj eritque ex feperioribus A ~ B c 

® A 2 * "H g" Az» -}- Az 4 -f- &c. fcilicet hicce 

valor ipfius BE eft Ordinata Curvse Parabolicae quae coincidit cum 
altera Curva m pundto D: igitur pro Area Curvae ufurpare licet Are¬ 
am ejuldem Parabolae, quae per methodum Fluxionum inverlam pro¬ 
dit ABED = Az+ — Az*-}-£- Az»-}“~ Az 4 -|-~^ Az' +&C. 

Et eadem prorfus ratione fi BE dicatur y, exiftente AB = BC=z, 
erit Area 

BCFE = J Z + j yz' y Z 4 + -L y z < -f & C . 

In qua fi mutetur fignum Abfciffae 2, obtinebitur Area BEDA ne¬ 
gative expreffa, fcilicet mutando fignum Abfciffae obtinetur Area jacens 
ad alteras partes Ordinata. Sed Area illa affirmative expreffa evadit 

BEDA = jz—+ 

Et haec eft Series D. Johannis Bernoullii exhibens Aream per Ordina¬ 
tam ultimam ejufque Fluxiones expreffam; quamque nos jam dedimus 
per Fluxiones Ordinatae primae. Notandum autem eft Seriem priorem 
non extendi ad cafus in quibus Ordinata prima tangit Curvam, & Se¬ 
riem D. Bernoullii non extendi ad eos in quibus Ordinata ultima tan¬ 
git Curvam. Nam Parabola cujus Area- ufurpatur pro Area Curvae 
quadrandae nullam Ordinatarum tangere poteft ; adeoque coincidere ne¬ 
quit cum altera Curva Ordinatam luam tangente. Hujufmodi enim 
Expreffiones pro Areis & Ordinatis Curvarum praefiipponunt formam 
.Seriei A-f Bz-f C2 1 -]- &c. in qua exponentes Abfciffae 2 funt numeri 
integri & affirmativi. 


PRoro- 
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Propositio XX* 

Detur Series Ordinatarum aqutdifiantium ut r in que excur¬ 
rens tn infinitum , oporteat invenire Lineam Para¬ 

bo licam qua tranfibtt per extremitates omnium . 

Cafus primus . 

Defignet a Ordinatam in medio omnium, fintque ai, <74, a 6, aS, &c. 
cx ex una parte ; & 2 a, 40, 6 a , 8 a, &c. eas ex altera i pergente pro- 
greffione utrinque in infinitum. Collige earum differentias primas 7B, 
5 ®> 3 ^» iB, Br, B3, B5, B7 > fecundas 4/», 2^, £2, £4, 16 ', ter- 

ttas 5C, 3C, iC, Ci, C3, C5 ; quartas 4 c, 2r, r, r2, r 4 ; & fic porro 
in reliquis, auferendo femper antecedentes de confequentibus ut in Pro- 
pofitione fuperiore. 



e 

Sint jam a, , b, r, d, <r, &c. Ordinata media & differentias in ordinibus al¬ 
ternis refpedhve. Sintque iB & Bi, iC & Ci, iD & Di, iE & Ei 
&c. duae mediae differentiae in reliquis ordinibus y & ponantur 
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intervallum inter^ d >tam qSLttaT & mtcfoft l 'adtwmffe 
commune *quidiftantium ut z ad unitatem ; eritque Ordinata 

rr , Bz-Uzz 

T = a + - r ~- + 

2Cz-ffZ2 22;_! 

- 7 ~> -x—:— 4 - 

I ’ 2 3-4 “ 

3 D —J— dz 2 zz —I zz _ a. 

~ + + 

4 E + zz —I zz 4 ZZ 0 

1.2 x 3.4 X ~J.6 x 7.8 + 

5 F +/ 2 Z .. ZZ-I .. 2 Z.r -4 22 — 9 ZZ—16 , 

x - 2 3-4 x 5.6 X .7.8 X ~ 5 ‘.io" + 

&c. 

Ubi notandum eft Abfciflam z efie negativam quando Ordinata qua:- 
lita 1 jacet ad contrarias partes Ordinatas media;. n 

Cafus fecundus . 

Sint jam iA & Ai, Ordinatas duas medias; A3, Ac, A7, Ao &c 
eas ex una parte ; & 3 A, 5A, 7A, 9A, &c. ese ex altera. Collige 
earum d^erentms primas Sa 6 a , 4 «, 2a, a, 02, a 4 , a6, *8; fecundis 
;B 5 B, 3 B, iB, Bi B3, B 5j B; ; tertias 6 b , 4*, 2*, £2, 4, £6, &c. 

ot lic deinceps; fubducendo ubique priores de pofterioribus 



5A 3 a 

1AOA1 A3T 

! 4 U 24 


£ 

ai a 4 

5B 3 b 

iB 


Bi B 3 1 

' 4 b ib 


* 

bi b 4 

5C 3C 

iC 


Ci C 3 ( 

4 ^ 2 r 


C 

ci c 4 

sd 

iD 


Di D 3 

2d 


d 

di 


iE 


Ei 




Ec 


aS 


Excerpe 
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Excerpe n*inc differentias medias a , b, c , J, e , &c. ut & duas medias in 
aliis ordinibus, fcilicet iA & Ai, iB & Bi, iC & Ci, iD & Dr, 
jE & Ei, &c. & ponantur A = rA-}-Ai, B=iB-|-Bi, C=iC+ 
Ci, D = 1D -[- D1, E=iE+Ei, &c. fit vero O punttum in me¬ 
dio inter Ordinatas duas medias iA & Ai. Et cujufvis Ordinatae 
T diftantia a medio pun&o, nempe O T fit ad intervallum com¬ 
mune aequidiftantium ut z ad Binarium: Eritque 
A-f az 
2 ' 


3 B+fa .. zz—1 

2 x 4.6 
zCA-cz zz - 
2 

7D -\-dz zz—1 zz —9 zz —25 

2 * 4.6 * 8.10 * 12.14 

9E-I -ez^zz —1 zz —9 zz—25 ^ 


-V— 9 4 - 

* 8.10 1 


&c.. 


Et in hoc quoque cafu z eft affirmativa quando T jacet ad eafdem 
partes pundti medii’O ac in Schemate, & negativa quando jacet ad 
contrarias. Uterque autem cafus facillime demonftratur ad modum 
Propofitionis fuperioris. 

Exemplum I. 

Dentur quinque Ordinatae —3, —8, 1, 12, 37, per quarum ex¬ 
tremitates ducenda fit Parabola. Quaere 

earum differentias primas- 5,9,11,25; —3 —8 1 J2 37 

fecundas 14, 2, 14; tertias —12, 12 ; 

& ultimam 24. Dein quoniam nume¬ 
rus Ordinatarum eft impar, procede per 
Cafum primum. Et inchoando ab Or¬ 
dinata media, perge ad differentias me¬ 
dias in ordinibus alternis, ponendo 0=1, £=2, 0=24-, dein B=9-j- 
11=20, C =—12-[-12=0. Et hifce fubftitutis, prodit T=i-|- 

20 Z-J -2 zz , 24ZZ zz—1 „ _ 

1.2 X " ^ -, five T=i-[-ioz-f-z 4 . Eftque h$c Ordi¬ 

nata Parabolae quatuor dimenfionum tranfeuntis per extremitates quin¬ 
que Ordinatarum propofitarum, ut conflabit fcribendo numeros 
—2, —1, o, 1, 2, fucceffive pro z.. In hoc cafu Curva decuffat 

bafin, 


—5 9 1 1 25 

14 2 14 • 

—12 12 

2 4 
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bafm, quoniam Ordinatae funt partim negativae & partim affirma* 
tivae. 


Exemplum II. 


Dentur jam fex Ordinatas 1, 5, 10, 10, 5, 
tates oportet ducere Parabolam. Quaere 
earum differentias ut in margine: & 1 

quoniam numerus Ordinatarum eft par, 4 
adhibeatur Cafus fecundus. Tum inci¬ 
piendo ab Ordinatis duabus mediis, & 
progrediendo ad binas medias differen¬ 
tias, erit A= 10-[~io=2o, B= — 5— 

5=—10, C=6-j-6=i2i deinde a=o. 


1 per quarum extremi- 

5 10 10 5 1 

5 o — 5 — 4 



Q 


7 . 20 20 ZZ—~ T 

t=o y c=o. Quibus valoribus fubftitutis, erit T= — 6 —J- 

60 zz —1 zz— 9 _ • 

— X 4 ; 6 X ‘ ^ Q s quae /Equatio m ordmem redu&a evadit T = 


6 8 9—502 *-|-z 4 

H ‘ 


Atque ad probandam operationem, fcribe_5,_ 


—— T > 1 ■> 3> 5» fuccefljve pro z, & exibunt Ordinatas propofitae. Ete¬ 
nim in cafu Propofitionis fecundo, intervallum commune Ordinata- 
tarum, five, quod perinde eft, incrementum Abfciffae aequatur Binario. 

In hoc Exemplo defunt dignitates Abfciffae imparium dimenfionum, 
quoniam Ordinatae a principio Abfciffae hinc inde aequaliter diftantes 
funt ejufdem figni, & inter le aequales. Nam hoc in cafu ./Equatio 
ad Parabolam eadem manet, etiamfi mutetur fignum Abfciffse. Quod 

fi Ordinatae propofitae fuiffent -)-i, —5, -[-10, —10, -[-5, 1, vel 

-j-i, +5> — T0 » —5» —L ubi Ordinatae a medio aequaliter 

remotae funt etiamnum aequales, at diverfis fignis affe&ae; in eo in¬ 
quam cafudefuiffent dignitates Abfciffae parium dimenfionum. 


SCHOLION. 


De defcriptione Curvas Parabolici generis per data quotcunque 
pundta, egerunt plures celebres Geometrae poft Newtmium. Sed om¬ 
nes eorum folutiones e^dem funt cum hifce jam exhibitis; quae quidem 
a Newtonianis vix difcrepant, uti conflabit ex Lemmate quinto Libri 
tertii Principiorum & methodo Differentiali a D. Jones edita. Newtonus 
quidem defcribit Parabolam per data pundla ; aJii confideraverunt affi- 
gnationem Terminorum ex datis differentiis; fed quocunque modo con¬ 
cipiatur, fub quacunque forma proferatur, idem eft Problema. Et 

fane 

A; 
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fene inventio formarum quas habent valores Ordinatse T, eft perquam 
ingeniofa & fummo Au&ore digna: at poftquam habentur formie, in- 
veftigatio Problematis eft facilis, in quam utique nihil aliud requiritur 
quam refolutio Aquationum fimplrcium. 

Sed notandum eft formam Ordinatae A-J-Bz-j-Cz^Dz*-]- & c . ex 
poteftatibus compofitae, quam aflumit Newtonus in demonftrando fuse 
methodi fundamento, male huic negotio deftinatam efle. Nam valor 
cujufque Coefficientis prodit in Serie infinita; ft quis vero afiumferit 
formas hic ufurpatas, incidet minimo labore in conclufiones fuperiores. 

Propositio XXI. 

Data Serie Terminorum primariorum invenire interme¬ 
dios^ qui non longe diflant a principio . 

Super redlam pofitione datam ad anglos reftos, & in sequalibus ab 
invicem diftantns erigantur Ordinatae refpe&ive aquales Terminis pri¬ 
mariis ; dein per Propofitiones duas fuperiores quaeratur Linea Parabo- 
lica quae tranfit per omnium extremitates, & eadem quoque tranfibit 
per extremitates intermediorum ; qui itaque dabuntur ex data Aqua¬ 
tione ad Parabolam. Q^E. I. ^ 

- Exemplum I. 

Interpolanda fit Series i, f-, ± -£L jSL, &c. cujus Ter . 

mini producuntur per multiplicationem continuam numerorum 

1 3 5 7 

2”» “j g"> quasre differentias Terminorum & differentias dif¬ 
ferentiarum, ut fequitur. 

x i i ± 2JL J3 * 

2 8 16 128 2 z 6 ^ c * 

_J_ —- _7_ 

2 8 16 I2 8 “"256 

l 1_ X J_ 

8 16 128 256 

__ _5_ _7 

16 128 256 

35 

128 256 

— 

2 56 

Quoniam 


¥ 
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Quoniam haec Series ex una tantum parte excurrit in infinitum, per¬ 
agenda eft Interpolatio per Propofitionem decimam nonam. Ec fi 
primus Terminus i adhibeatur pro Ordinata prima, erit A=i r 

B — —7>C= + |,D = —-^,E = -}-^, &c. quibus fubftitutis, 
prodit 

r 5 2 2-1 2-2 

'-re*!*— x—+&c. 


^ 12,222 
T — 1 2 Xj + g X-X“ 




1 - &C. 


Ubi jam A, B, C, D, &c. defignant Terminos hujus Seriei, more New- 
toni. Ceterum Terminus quilibet primarius ufurpari poteft pro Ordi¬ 
nata prima, eritque A=^-, B=; — C = 4-~, D =— — 

2 o ' IO I 20 


E =r -f- &c. adeoque 


r J IZ.I22- 

t = 7— 8 _x 7 + 76 x rx^ 


- &c. 


id eft, T — — — —A—_. B - 

241 6 


^ 3 


— D -- —&c; 

■ - v 3 IO 4 

Sed fciendum eft 2 efie diftantiam inter ^Terminum quaefitum 8c illum 
qui adhibetur pro Ordinata prima. Ut fi Terminus defideratus T 

ftet in medio inter primum & fecundum, pone -f- ^ pro 2 in priore 

valore ipfius T; & —— pro eadem in pofteriore valore; atque pro 
eodem Termino habebis duas Series fequentes 

I ~J A + ^ B + il C + ff D +~ E + &c. 

r + F A + f 4 B+ 4 1c + gD + i iLE + & c. 

Et quoniam hap Series convergunt quam Jentiflime, fummandre funt 
per Theorema in Scholio Propofitionis decimae primse. Atque fcien¬ 
dum eft valores Terminorum prodire fimpliciftimos quando Terminus 
qui confiftit proximus intermedio quasfito, adhibetur pro Ordinata 
prima. Sed quando Terminus quaeficus longifiime diftat ab initio, ufui 
venit Propofitio decima oftava , ut monftrabitur in fequcntibus. 

Ff 


Exemplum: 
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Exemplum II. 

Interpolanda fit Series i, i, 2, 6, 24, 120, 720, &c. cujus Termini ge¬ 
nerantur per multiplicationem continuam numerorum 1, 2, 3, 4, ^ &c. 
Quoniam hi Termini increfcunt celerrime, eorum differentias conficient 
progrefiionem divergentem, id quod^impedit quo minus Ordinata Para¬ 
bolas accedat ad veritatem. In hoc igitur & fimilibus cafibus interpolo 
Logarithmos Terminorum, quorum utique differentias conftituere que¬ 
unt Seriem celeriter convergentem, etiamfi ipfi Termini increfcunt ce¬ 
lerrime ut in Exemplo prasfente. 

Propono jam inventionem Termini qui confiftit in medio inter duos 
primos 1 & 1. Et quoniam Logarithmi Terminorum initialium ha¬ 
bent differentias lente convergentes, primum quasram Terminum in 
medio confidentem inter duos ab initio fatis remotos, verbi gratia, in¬ 
ter decimum primum 3628800 & decimum fecundum 39916800: & 
ex eo dato regrediar ad Terminum quasfitum per Propofitionem de¬ 
cimam fextam. Quumque habeantur aliquot Termini confidentes ex 
utraque parte intermedii qui primo eruendus ed, indituo operationem 
per Cafum fecundum Propofitionis vigefimae. Etenim ubi computus 
non ed in fpeciebus,, fed in numeris, procedere licet hac methodo 
quotiefcunque datur fatis amplus Terminorum numerus ex utraque 
parte Termini quasfili confidentium, etiamfi ipfa Series interpolanda re- 
apfe non excurrat utrinque in infinitum. 

Excerpo nunc ex Tabula Logarithmos duodecim Terminorum, 
quorum primus ed is Termini fexti 120; fic ut habeantur fex ante, to- 
tidemque pod illum qui quaeritur. Dein quoniam Terminus ille defi- 
deratus confidit direde in medio omnium, erit in Cafu fecundo Pro¬ 
pofitionis vigefimae primae Abfcififa z=o; & propterea differenti® 
primas, tertias, reliqusque ordinum imparium quas in 2 multiplicantur, 
non ingredientur computum; igitur tantummodo colligo differentias 
fecundas, quartas, ceterafque in ordinibus paribus ut vides 


Logarithmi 


Logarithmi 
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m 


2.0791812460 

2 - 8 5733249 6 4 

3.7024305364 

4.6055205234 

5 - 5597 ^ 3 ° 3 2 9 

6 - 5597 6 3 <> 3 2 9 
7.6011557180 
8.6803369641 
9.7942803164 

jio.9404083521 
Ii 2.1164996111 
13.3206195938 


1 Diffe. 2das 

669467896 

5799 j 947 o 

511525224 

457574906 

413926S52 

377885608 

347621063 

321846834 

299632234 

280287236 


quarta: 

21154180 

r 44439 28 

10302264 

7606810I 

5776699 

4490316 

3559629 

2869602 


2568588 
1446210 
8 653 43 
543728 
355696 
240660 

odtava: 

5415H 

l 59 2 5 2 

' 335*3 

72996 

decima: 

156590 

65082 






J _ 

Excerpo jam binos medios Logarithmos, binafque medias differentias- 
eorumque Summas pono aequales A, B, C, D, & c , refpeaive ut vides 


^■ 5597 ^ 3 ° 3 2 9 

7.60II557180 


413926852 
377 ^ 56 08 


7606810 

57766 99 . 


A= 14.1609187509, B = 791812460, C=,7383509, 


8653« 

543728 

D= 1409071, 


259252 

233583 


156590 

65082 


E = 392835, F = 221672, 

J U & habeo fU feCUnd ° Pr ° pofitionis prim*; fubftituo 0 pro 

T = - C_-i- D.L-15 c 62 

• ,6 »56 H: 4 >; d 4 6 553 6 E - F+&C 

SS'rrfrc A ’ B ' c ’ D - E - F ' r«..., & co.,. 

7.08045937545 494882787 

1568380 34401 

__2 66 

+ 7-0804750802 3 —494917454 

Ac fubducendo Summam Terminorum negativorum ab e4 affirmativo 
rum, remanet T = 7.07552590569. . Eftque hic Logarithmus n,,m,ri 

W,qUe qU ' COnf ’ ftit " mCdi ° intCf Eminus 3628T00 
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Jam ficuti Termini primarii formantur ducendo primum continue m> 
numeros i, 2, 3, 4, &c. ita per Propofitionem decimam fextam, inter¬ 
medii generantur ducendo intermedium inter primum & fecundum in 

1 1 1 1 . . . . 

numeros 1 2-, 3-, 4-, &c. continue. Verbi gratia produ&um 


fub decem fartoribus 2 ~, 3 47, 5 J> 6 T’ 7 T’ 8 T’ 9 T’ 

& Termino qui confiftit in medio inter primum & fecundum, squale eft 
intermedio mox invento 11899423.08, cujus utique locus eft in medio 
inter decimum primum & decimum fecundum. Igitur fi Terminus 

ille intermedius dividatur per 10 &: quotus per 9 & quotus 

noviflimus per 8 & fic porro ufque ad diviforem 1 — ; ultimus quo¬ 

torum squalis erit Termino in medio inter 1 & 1. Termini vero in<- 
termedii per divifionem illam prodeuntes funt 


Pri ™ rii rntermedii 

399 i68oo. ii899423 o8 
36 * 88 ~ ii33278>389 
362880^ ,^ 2 ^ 2 ,4620 

4 °3 2 °. 14034.407 2 9 

^° 4 °-i87i.254305 

7 20 .287.88 5 2777 

120 

-52.34277777 

24 -n.63i72839 

6 - 3 - 3 2 335 ° 9 6 9 

2 -1.3 293 403 8 8 

I -.886226925i 

1 ’ I -77 2 453$5 02 


Unde conftat Terminum inter 1 & 1 efle .8862269251 ; cujus qua¬ 
dratum eft .7853... &c. fcilicet Area Circuli cujus Diameter eft uni¬ 
tas. Atque illius Termini duplus 1.7724538502, fcilicet qui confiftit 
ant$ primum primarium dimidio intervalli communis, squalis eft Ra¬ 
dici quadrati numeri 3.1415926..., &c. qui denotat Circumferentiam 

Circuli 
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“It /r/: m-»? 

quadrat"'** fecundum erit 'ad unitatem ut Area 'c^culf ad 

^ circumfcnptum : & Terminus qui confidit ante primum di- 

m.dm intervalli communis erit ad unitatem ut Circumferentia Cdcu i 
ad Diametrum. Ceterum in fequentibus mondrabitur hujufmodi Se¬ 
ries interpolari pofie abfque Logarithmis. J 

Exemplum III. 

Quadranda fit Curva cujus Ordinata ed x~' x 7 +] 7 >-\ Scribe 0 
*> 2 > 3 > &c. fucceflive pro indice a, & proveniet Series Ordinatarum 
mquididantium * l - x 73 fJ^°, x *~< x —-ff^‘, x ‘— X 7+Tp x 

&c. inter quas Ordinata propofita Jocum obtinet intervallo a didan 
tem ab initio. Igitur Area quiefita eundem etiam obtinebit locum finer 

«aMar.tiaiST: S3s .“5 

rem reducendi Ordmatamin Seriem convergentem ut exinde invenia¬ 
tur fluens. Attamen fi Termini in Serie Arearum primo dividantur 
per Termi nos huj us progrefl ionis Geometrica refpeaive, nempe 

7 +fJ°, e+fj, r-FT^ 3 , &c. Hoc ed, fi ponantur 

A = *«x 6 


Ai zzx° x ~r— 



A2 =; x 6 x 


A3 = x 1 x ■ 


e ' , 2 efx* , 

+-TT. + 6 TfT, 

<? 4 -fx* z 

« 3/7** , 3*/**” 


f f xs* 


e -\-fx * 3 
&c. 


T + 2 » "H-f-.?.»* 


Gg 


& 
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& inftituatur computus juxta Propofitionem decimam nonam, invenien¬ 
tur differentis 

—»/xH- 3 **+»■> 

’ 0. 0-^*. ?• <-pj * ’ 


quibus fubftitutis pro A, B, C, D, &c. & a pro z; invenies Termi¬ 
num diftantia a ab initio remotum, efle 

\nfx 6J r* f a.a—a.THi.a— 




■ &c. 


Sed quia Termini interpolandi divifi erant per dignitates ipfius 
quifque fcilicet per dignitatem cujus index erat diftantia Termini ab 
initio; e contra duc Terminum mox inventum in dignitatem praedi¬ 
ati binomii, cujus index eft A, fua utique diftantia ab initio, & pro 
Area Curvae habebitur 

*• . A n fJ a 

r Xf ™ In + s 

/x* 0 jj 

Vel ponendo r = ; at( l ue Scribendo Seriem more New- 

toni, prodibit 

J x~ £7? x — 7 A}— T^Tz c >— 7^r 3 D > — &c - 


6 — i \ 

pro Area Curvae cujus Ordinata in genere eft x x e-} -fx* . Et haec 
Series tranfmutata per Propofitionem feptimam, migrabit in eam New- 
toni pro quadratura Curvas binomialis. Abrumpit quando index a eft 
integer & affirmativus; fed poft debitam Ordinatae praeparationem a- 
brumpet femper ubi Curva eft quadrabilis. Ceterum ejus ufus praeci¬ 
puus eft qnod exhibeat Areas in Serie admodum fimplici. Si Coeffi- 
cientes e , /, contrariis fignis afficiantur, praeferenda eft Series Ncwtoni ; 
& noftra ubi iifdem. 


Exemplum IV. 

Oporteat affignare Uncias Binomii ex data Uncia media in dignitate 
cujus index eft numerus par. Si n denotet indicem dignitatis, & Un- 

n tt —2 r —4 _ 

cia media ducatur continue in fraaiones 7^6’ ^ c * * a< ^ a 

erunt Unciae reliquae confiftentes ex utraque parte mediae. 


a6=z 
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a 4= a X^XqEj 


a 2 = tfX 


»4" 2 ’ 


2a=zax 


4^ = «X 


n 

n+ 2’ 

n »—2 

X 


= x 


# —|— 2 
n 


»H“4* 

2 


»—4 


/ 7 —f -2 « -|~4 7 / —J— 6 * 

Et fi <j defignet Unciam mediam, tum ai, «4, «6, &c. ex una parte; 
& 20, 4*2, 6 a, &c. ex altera defignabunt reliquas Uncias. Dein ineun¬ 
do computum per cafum primum Propofitionis vigefimse invenies 


a _ rr ^ rr — 4 

2.^pr 4 *m-4 


rr—16 ”W16 

'6^6 C -X^ D “' &c - 


effe Terminum Seriei interpolandas, cujus diftantia a Termino media 
a eft ad intervallum commune primariorum ut r ad Binarium. Exem¬ 
pli gratia, in dignitate decima fecunda Lfnciae funt 1, 12, 66, 220, 495, 
79 2 » 9 2 4» 79 2 » & c ' exiftente Uncia media ^ = 924. Et fi quaeratur ea 
quae ternario diftat a media, erit r = 6; quo fubftituto, & 12 pro »; 
prodit 

36 jt 3 2 « 20 ~ 

924—— A —B — —7 C, 

y 2.14 4.16 6.18 * 

pro Uncia quaefita, abrumpente Serie: & hi Termini liberati a fra&i- 
onibus funt 925 — 1188-J— 594—no, quorum fumma fub propriis 
fignis eft 220, qui eft valor Uncias quasfitae. 

Et ad eundem modum fi index n fit numerus impar, & A altera c 
mediis Unciis; tum erit 


a rr — l * 

A —A- 

2 *«+3 


4*»4“S o.w-^-9 


Uncia cujus diftantia a punfto inter duas medias Uncias intermedio, eft 
ad intervallum commune ut r ad Binarium. 

Et has Series in permagna dignitate convergent dummodo interval¬ 
lum inter Unciam mediam & quasfitam fit exiguum refpe&u indicis 
poteftatis. 

SCHOLION. 


7 
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SCHOLION. 

Podquam Series interpolanda debite praeparatur per Propo(itionem de¬ 
cimam feptimam; etiamfi eadem utrinque excurrat in infinitum procedere 
licet per Propofitionem decimam nonam praeterquam ubi Termini a 
medio hinc inde aequaliter didantes funt inter fe aequales: ubi hoc ac¬ 
cidit, adhibeatur cafus primus Propofuionis vigefimae, fi Terminus qui¬ 
vis primarius quodam jure vindicet locum in medio omnium: vel fi duo- 
Termini eodem jure locum medium vindicent, adhibeatur cafus fecundus 
ejufdem Propofitionis. Et in aliis cafibus ad libitum fere proceditur. 

Propositio XXII. 

Data Serie Terminorum a quidijlantium, invenire Termi¬ 
num quemvis primarium vel intermedium utcunque 
longe dijlantem ab initio Seriei . 

Si Terminus quaefitus longe removetur a principio, tum per Propofi¬ 
tionem decimam oftavam quaere aliam Seriem in qua Terminus ille 
defideratus condituet Terminum prope initium, dein procede ut in Pro- 
pofitione fuperiore. 

Exemplum I. 

Proponatur invenire Terminum quemvis hujus Seriei, i, — A, —B x 
6 _ 8 „ „ 1 3 

T &c# a P n ncipio quantumvis magno intervallo m didantem. 

5 7 

Per Propofitionem decimam o&avam, Terminus Seriei 
* 3c 4 d 

9 m- j-i’ m-\-z 9 w+3’ fw+4* c ' 
qui confidit ante primum dimidio intervalli communis, squalis erit 
Termino Seriei prioris cujus intervallum ab initio ed m . Condat au¬ 
tem per Exemplum fecundum Propofitionis vigefimae primae, Termi¬ 
num dimidio intervalli communis didantem ante primum in Serie Nu¬ 
meratorum, i, i.i, i.i.2, 1.1.2.3, & c - ? eft, in hac 1, 1, 2, 6, 24, 120, 
&c. efie Radicem quadratam Numeri 3.1415926... . &c. Quare tan¬ 
tum interpolo Denominatores nempe 
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c E ontC£r!*&ttdet C ° ndnUari infinit ^ aft » 

&c. =i.=r.«fc ==:*, », ,i, ^ ■■- Jr , I tn+2 , &c. 

Ubi Terminus quiefitus confidit in medio inrer duos medios m & , • fed 
quia differentiae horum Terminorum funt permagnm ; ducantur ii a 
medio h»nc rode tequaliter diftantes in fe mutuo i hoc eft“ » in , i 

”~'- m in jqTj ’> & fic porros & prodibit nova Series 

& c m 2 m — 1 V1 — 1 m —t ?n —r w , 

m - l 2 • ZjT t • w > zrrr, m > m -> m -> m —r~, —r- —-"i: 

«-f-i w-}-i m+i* m-\-i • ^ C * 

utrinque excurrens in infinitum, & habens Terminos inter fe aquales 
3111 tequaliter diftant a medio. Sed & Terminus in medio confidens 
inter duos medios primarios m & m eft quadratum ejus in medio in- 
ter m & 1 m Sene priore. In noviffima igitur Serie qusratur Termi- 

ideni inveniet ^ & P 4 Cafu ® fccuniJuni Propofitionis vigefimm, & 

m 4.__L __ 9 ” , 7sm 

4-«+‘ T ;‘2«'.»pi.»,_)- 2 . w p 3 + & 0- 

Quam ducito in Circumferentiam Circuli, fcilicet Terminum refpeai- 
vum in Sene Numeratorum, & habebis pro quadrato Termini qumfiti 

3-14159 ••••&<:. in m-I- -A-. -U-? B _i_—1 - 49 D ■ . 

? „ 4 - m +‘ r ?-=+i r1 3= ~r 1 6 .^h +& 

fgitur Terminus Seriei propofitm 1, f A, f B, - C, &c. diftant 

■ 3 5 

intervallo m ab initio aequalis eft mediae proportionali inter Circum- 
erentiam Circuli & Se^ie.m illam j quas eo citius convergit quo maior 
e V*’ ho£ : eft jon S lus diftat ab witio Terminus quantus. 

• . xe ^)P 1 ;;;= 100 & primus Terminus Seriei erit Circumfe¬ 

rentia Circuli du<5h in 100, five A =314.1 '59^7 ; dein eric 

B = — = .77762 C- 9B - nn o-p TN 25C 3*4-159*7 

4- 101 * 8.102 ' ^ * 12.10^ 7776 2 

= .00017 ; atque fumma horum quatuor Terminorum eft 

5 ia..Q4.^64.. cuius Radiv mi.ldr.im T 1 I ofl-Tormmnn 


*7 


-‘uiimia uuium cjudiuur i crminorum eu 

3 1 4.94564, cujus Radix quadrata 17.7467079 eft Terminus 
centefimus primus Seriei interpt^hdas; five produ&um 

.•2468 • ' 3 i 4-945 6 4- 

fub fa&oribus -rx~x-x-, &c. quorum numerus eft 

3 5 7 

Centum. Et eadem ratione invenire licet Terminum quemvis inter* 

medium: 


( 
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medium: nam fi pro m feribatur 99 habebitur Terminus in medio 

1 

inter centefimum & centefimum primum. Vel fi fubftituatur 99 
pro /», habebitur Terminus confidens pofl centefimum tertia parte in¬ 
tervalli communis. 

Notandum eft, pofife Terminorum alicujus Seriei reciprocos interpo¬ 
lari: fic reciproci Terminorum in Serie noviflima conftituunt Seriem 

i, i- A, — B, |-C, D, &c. in qua Terminus ab initio remotus 

intervallo quovis aequali ~ m , aequalis erit Termino Seriei 

, 3 >■ _5£_ li_ L 

* m-\- 1’ /«+3’ »‘+5’ w+ 7 ’ 

qui confiftit in medio inter primum & fecundum; quique proinde in¬ 
venietur efie media proportionalis inter Seriem fequentem 

- 4 - + 4 L + 4 L 4- + &c. 

1 2.w-^- 3 1 4-w-bs 1 O.OT47 1 0.W4-9 

& numerum .6366197723676 qui aequalis eft unitati divifae per femi- 
circumferentiam Circuli: id quod conftabit infiftendo veftigiis prioris 
partis hujus Exempli. 

Exemplum II. 

.035-]- -- -[- ------- ; - T - ' -' " "i .035 .... 

Quaeratur Terminus hujus Seriei 1, “A, — B, — C, 

quantumvis remotus ab initio; fcilicet intervallo/»: & per Propoli¬ 
gonem decimam o6tavam Terminus ille aequabitur Termino hujus Seriei 
ta 8 c n d 

~ T ’ 3/22—5’ 3/»-f-8’ 3W-J-H* C ’ 

qui confiftit ante primum tertia parte intervalli communis. Igitur in¬ 
tercalentur Numeratores & Denominatores feorfim ut in Exemplo fe¬ 
cundo Propofitionis vigefimas primae, fcilicet per Logarithmos; & 
habebitur Terminus quzefitus. 


S C H 0 L IO N. 

Hinc conftat Terminos Serierum longifiime diftantes erui pofle non 
minus accurate ac intermedii fub initio. Sed in Serie interpolanda 1, 

r 

i* 
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r r-)-i 

J A ’ FfT ' &C * fl differentia inter p & r fit magna, magnus item 
erit labor in inveniendo quovis Termino. Cafus autem omnium facil¬ 
limus efl: ubi p r efl: aequalis + —, ut in Exemplo primo, praeter¬ 
quam ubi differentia illa eft numerus integer quo in Cafu Series erit ac- 
curate lnterpolabilis. c 1L dL 

Propositio XXIII. 

Invenire rationem quam habet Uncia media ad Summam 
omnium Unciarum in quacunque dignitate binomii. 

Solutio prior. 

Si mdex dignitatis fit numerus par, appelletur n ; vel fi fit impar 
voceter »__i; entque ut Uncia media ad Summam omnium ejufdem 
dignitatis. Ita Unitas ad mediam proportionalem inter femicircumfe- 
renuam Circuli & alterutram Serierum fequentium 


i A r 

nA- 4 - 

1 r 


9B 

r ^5C , 

L 122-1 8 >E 

4 -»-H 

' 6.»-|-6 
Vel 

' 8.0+8+TS473 + &C. 

9 b 

25C 

_ 49 £_81E 

4.»—5 ~ 

“ 6 .n ~ 7 

3.» — p m . ~ “ &C. 


< r | _ A 

' 2 . n —3 ' 

Exempli gratia, fi quaeratur ratio Unci* medi* ad Summam omnium 
in dignitate centefima vel nonagefima nona, erit 
»= IOO-, qui multiplicatus in femiperiferiam Circuli, ,, 7 07062267« 
producit primum Terminum A = 157.079632679; 760008100 

. . . _ A ' qB 2 sC -ss „A 1 ? 

dein erit B_ —, C = ^g, D = ^, &c. atque 

perficiendo computum ut in margine, invenietur Sum¬ 
ma Terminorum 157.866984459, cujus Radix qua¬ 
drata 12.5645129018 eft ad unitatem ut Summa om¬ 
nium Unciarum ad mediam in dignitate centefima 


16658615 

654820 

37*37 

2 734 

246 

26 

3 


vel nonagefima nona. Eft autem hic computus per 

priorem Seriem: nam licet exigua fit differentia, pra;- _ 

fero eam in qua Termini funt omnes 'ejufdem figni. 1 57*866984459 


Soluth 
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Solutio pofierior , 

Manente « ut antea; erit Summa omnium Unciarum ad mediam in 
fubduplicata ratione periferiae Circuli ad alterutram Serierum fequentium, 

—7— + B ■ + 4- - 49P - _L -j lE — 4. & c . 

«+ 1 4 *» 4 ~s ^ 8.»-p9 * 1 11 ' 

Vel 

- -d=. o- ^ 4 £- 4 .jsS, _l JliiL 1 & 

n 2.n—i 4*»—4 ' 6.»_6 * b'.„—« ‘ 10 .»—io ^ ‘ 

Vel quod eodem redit, ponatur a = .6366197723676, quoto fcilicet 
qui prodit dividendo unitatem per femicircumferentiam Circuli; & me¬ 
dia proportionalis inter numerum a & alterutram illarum Serierum erit 
ad unitatem ut Uncia media ad fummam omrium. 

Ut fi fit index » = 100, ut in computo fuperi- .00630316606305 

35397*9351 

65566914 
2553 z2 9 
■ 143473 

IO469 
934 

c 9* 

dL j 12 

‘2 


. . a A 

ore; erit per Seriem primam Ar:— B — 
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. ^ &c. Ex calculo autem appo- 

fito patet Summam Terminorum efle 
.00633444670787, cujus Radix quadrata 
•° 795 ^ 9 2 373 8 7 2 eft ad unitatem ut Uncia media 
ad Summam omnium in dignitate nonageftma nonfl- 
vel centefima. 

Ec fic omnino funt quatuor Series ejufdem fim- 
plicitatis pro iolutione hujus Problematis. Cete- J “ 
rum in praxi non opus eft recurrere ad Series: nam fufficit fumere me¬ 
diam proportionalem inter femicircumferentiam Circuli & ; hsc 

enim femper approximabit propius quam duo primi Termini Serrei, 
quorum etiam primus folus plerumque fufficit. Exempli gratia, fi fit 

?/ = 100, erit » + ^- = 100 qui ductus in femicircumferentiam Cir¬ 
culi producit 157.865, cujus Radix quadrata eft 12.5644, unitate defi¬ 
ciens in ultima figurft. 

Eadem vero approximatio aliter & praxi forte commodior fic enun- 
ciatur. Pone c ad unitatem ut quadratum Diametri ad Circulum ; hoc 
eft,. fit ^=^i- 2 73 2 395447 . 352 T; eritquefumma Unciarum ad mediam ut 

Uncia 


7 
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Unitas ad V- — -p-p quamproxime, exiftente errore in excefiu circiter 
' ;=I00 > erit 'ZZfl = -oo 63345 * 5 . ejufque Radix 

quadrata .07958973 accurata eft in fexta decimali: quas vero diviia 
per 16««, hoc eft per 160000, dabit corredtionem .00000050 ; & 
hnec fubdudta de Approximatione, relinquit numerum qutefitum 
.07958923 accuratum in ultima figura. 

Similiter fit « = 900, erit =■ .000706962545, cujus Radix 

quadrata .026588767 fuperat verum binario in ultima figura. Sin ve¬ 
ro corre&io computetur ac fubducatur de Approximatione, habebitur 
numerus quaefitus accuratus in decima tertia decimali. 

Hem vero Approximationem aeque facilem & magis accuratam. Dif¬ 
ferentia inter Logarithmos numerorum n-\-2 & —2, dividatur per 

16, & quotus adjiciatur dimidio Logarithmi indicis //, huic dein fummae 
addatur Logarithmus conftans .0980599385151, fcilicet dimidium Lo¬ 
garithmi femicircumferentias Circuli, & fumma noviflima erit Logarith¬ 
mus numeri qui eft ad unitatem ut fumma Unciarum ad mediam. 
Verbi gratia, fit « = 900, computus erit 

\ h 9 00 1.4771212^47 


16) Diff. Log. 902 Sc 898 .0001206376 

Log. conftans .0980599385 


Summa 1*5753018308 

Et haec Summa verum fuperat binario, in ultima figura, eftque Lo- 
garithrdus numeri 37.6098698 qui eft ad unitatem ut lumma Unciarum 
ad mediam in poteftate 900 vel 899. Et fi vis illius numeri recipro¬ 
cum, fume complementum Logarithmi, fcilicet —2.4246981692, & 
numerus eidem correfpondens erit .0265887652 qui monftrat rationem 
Uncias mediae ad fummam omnium in prsedi&is dignitatibus. 


Demon stratio. 


Dignitates Binomii, quarum indices funt numeri pares, habent unam 
Unciam mediam ; eae vero, quarum indices funt impares, habent du¬ 
as Uncias medias. Et hinc oriuntur duo Cafus Problematis. Primo 


quando index eft par, divide lummas Unciarum 1, 4, 16, 64, 256, 
1024, &c. per fuas Uncias medias, 1, 2, 6, 20, 70, 252, &c. & quoti 
8 16 128 256 „ „ 2 „ 4 ^ 6 ^ 8 _ 

L 2, j, -J> 35 ’ "?3 5 ^ c ’ ^ 1Ve l% T A ’ 3" J J & c * e ' 

I i runt 
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runt ad unitatem ut fummae Unciarum ad Uncias medias in diverfis 
dignitatibus. 

Similiter fi fummae Unciarum in dignitatibus imparibus, fcilicet 2, 
8, 32, 128, 512, &c. dividantur per Uncias fuas medias 1, 3, 10,35! 

126, &c. rurfus prodibunt idem quoti, utpote 2, ~, — } ? 

Nam eadem eft relatio inter fummam Unciarum & Unciam mediam in 
quavis dignitate pare, quae eft inter fummam Unciarum & Unciam me¬ 
diam in dignitate impare proxime inferiori. Adeoque interpolatio Se- 
2 4 6 8 

riei, 1, - A, - B, — C, — D, &c. ut in Exemplo primo Propofi- 

tionis vigefimae fecundae, folvit utrumque Cafum Problematis. Sed hic 
dabimus inveftigationem harum Serierum abfque methodo Differentiali, 

Anatyfis Solutionis prioris . 

Series interpolanda 1, p- A, ^ B, &c. definitur Aquatione T'== 
T, ubi n efb quantitas variabilis, ejufque valores fucceflivi o, 2, 

46, 8, &c. fcilicet indices dignitatum quando funt pares, vel indices au- 
&i unitate quando funt impares. Quadra utramque partem ^Equati- 

onis refolvendae, & habebitur TT vel quod idem 

eft 2T' T' + n .f 1X 1 1 - r T' — = o. Affume jam 

TT=A»+-S- +—£1—4. --E}«-_l gf C 

Et poft debitam reduttionem juxta praecepta jam tradita, invenies 

TT AID , c — 2 B . D-4C . o 

T T — A n B - 4 - <— - 4 - . --L Scc. 

In qua fcribe valores variabilium confequentes pro antecedentibus hoc 
eft, T'T' pro TT, & n-J-2 pro //, & emerget 
C—2B . D—4C 


, + &c. 


T' T' — An + i - 4 — B -j——1— —|- - . 

t ~r -r w _ j _ 4 -r w _|_ 4 . w _|, 6 

Tum fumendo horum valorum differentiam, & ducendo eandem in 


«+2, prodibit 

X TT^TT =—2 A 


2C-4B , 4D-16C 

+ ir+— + + &c - 

Ceterum 
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Ceterum in valore ipfius TT prius affumpto, fi fcribatur pro 
habebitur 

g C d 

T'T'=»- 4-1 in A4- —— 4-j—■— r~t 4- —-r- 7 —r-^ 4- &c. 

#4“4. ^ fi 72—J— 6 .w -|-8 * 

Atque dividendo per »-}-2, 

TT' A , B , C , D 

n-\-2 * «+4 "I” «+4.»-f-6 "I" .//-j-L>.-f-5 & Cm 

Subftituejam in Aequatione refolvenda, valores ipforum T'T', ,7^7 x 
_ TT' 

TT — T' T' & n j 2 > ad eandem formam redufitos, & re fui tabi c 

, R ■_ 4C—9B 6D —25 C 8 E 49D 

•" n- 1-4 «-]-4.«-[-fi “• »-[-4.?;-J-6.»-|-8 "T“ “ c ' °* 

Denique ponendo Numeratores nihilo aequales, habebis 2B A = o, 

4C—9B=o, 6D—25C=ro, 8E—49D=o, &c. Et hae fune relationes 
Coefficientium in prima Serie. Et ad eundem modum eruitur Series 
pofterior in Solutione priore. 

Analyfis Solutionis pofterioris . 

Solutio pofterior perficitur interpolando Seriem 1, —0, c% 

2 . d 9 &c. cujus Termini funt reciproci eorum in priore: ea vero defi- 

o 

nitur Aquatione in qua valores ipfius n fucceffivi fune 

0,2,4,6, 8, &c. utante. Et quadrando evadit T'T' = 

hoc eft, »4-i-»-t"3 TT-T r—TT—.T'T' 0. 

Fingamus nunc 

TT _ A T B I C 1 p 

«+ 1 ' « 4 -i.«+3 ‘ «+i-«+3-«+5 ' «+ I '«+3* K +5«+7 

&c. 

Et fubftituendo «4-2 pro n, proveniet 

_A_ , B C D _ 

T 1 — «-H ‘ «+3-»+5 ^ «+3-«+5-*+7 »+3'»+5-»+7-»49 

4 - &c. 


adeoque 
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adeoque 
4 B 


-- T- T—fr T v. __, a . 4 B , 6C W 

x.»-f- 3 . T 1 — i i — 2 A —|-j— - , ,— «_L 

H~5 ^+5* /; +7 ‘ ' ; *+5-»+7^+ 


&c. 


quas ad debitam formam redu&a fit 

4 R . 6C—S B 8D-^49C_ , , 

. w +3 ' H“3-#+£ »+3-»+5-»+7 C ’ 

Scribe jam hofce valores in Aquatione refolvenda, atque refultabit 
2B—A 4C—-9 B 6E— 25C , 8E—4 qD 

*+3 »+2.»+5 ' »+3-»+5-»+7 ’^»+3-»+5«tf-f-7.»+9 

“f" &c. = o. 

Ubi Numeratores aequati nihilo, dabunt relationem Cocfficientium Se¬ 
riei prioris in Solutione pofteriore. 

Quod autem Coefficiens A fit in uno Cafu femicircumferentia Cir¬ 
culi, & ejufdem reciproca in altero, fic demonftratur. Per Seriem 

priorem eftTT=A« in i-f- 


2.»-pi 


+ &c. Et quo major eft n, eo 

propius Aquatio TT = A//, accedet ad veritatem, quoniam Termini 
pofteriores tandem evadent infinite minores prioribus. Igitur in A- 

TT 

quatione TT=A», vel A=——, fi pro n fuccefiive feribantur ejus 

valores, 2, 4, 6, 8, 10, &c. &c fimul quadrata Terminorum correfpon- 
dentium pro TT; orientur Aquationes continue approximantes ad 
verum ipfius A valorem, fcilicet 

A = 2, 

A 8 
A = 2X-, 

8 24 
A = 2X-X—, 

A = 2 X-X^X 4 -. 

9 25 X 49 

&C. 

Quare valor ipfius A eft fa<ftum fub omnibus 2 x X x — v — x &c 

9 2 5 49 

ufque in infinitum; quod aequale eft femicircumferentise Circuli per 
Arith?netkam Infinitorum Walhfii. 


Propositio 


7 
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Propositio XXIV. 

Si in Ordinata Curva; fcribantur 

fuccejfive numeri integri o, 1, 2, 3, 4, &c. pro z> 
dico eandem e(fe relationem inter Areas Ordinatarum 
provenientium y qu<e efi inter 'Terminos Seriei a y 

J a > pp c > & c - modo abfcijfa x fit a- 

qualis unitati . 

Sint enim Areas & Ordinatae correfpondentes 


Areae 

Ordinatas 

A 

*~ l X I— 

B 

* r x 

C 

/+* x TP}t- r ~' 

D 

/+>xT=?'- r -* 

E 

/+ 3 x 

&c. 

&C. 


j com P A arando hafce Areas per Propofitionem feptimam Newtoni 
de Quadratura Curvarum, invenies 


B- 


_ — x r x n^~ r 


p 


_r-)-iB — x r *' 1 x T— x? r 

7+1 * 

^ ___ r +2 C—/' 1 ~ I X^~ r 

J+z * 

u _ r+3 D— x r + 3 X 1 — x' f ~ r 

TFi ’ 

&C. 


Kk 


Sit 
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Sit jam * «qualis unitati, ut in Theoremate ponitur; eritque i __ 

* = o; quo in cafu relatio Arearum fit B = — A C_p 

i r+* * * f+ l ' 

D ““ p-\-2 C » E = jipj D > &c - Adeoque eadem eft relatio inter A- 

reas harum Curvarum & Terminos Seriei propofitae, quando Abfcifla 

* eft unitas. Q^E. D. U lt 

Corollarium. Hinc in Serie a, ja, jx^b, ~r^c, &c. fi 2 deno¬ 
tet intervallum inter primum Terminum a, & Ilium quemvis T pri- 
manum vel intermedium ; erit ut Area Curvas cujus Ordinata eft 

r—1-1 j 

* X 1—x ad Aream Curva cujus Ordinata eft # r +*— 1 * 

-— r —i 

1 . * > lta Terminus primus a ad alium quemvis primarium vel 

intermedium, intervallo 2 diftantem ab initio. 

Exemplum I. 

Detur Series intercalanda i, \a, 3 -b, f-r, |-</, & c . Quoniam dif- 

ferentia communis tum Numeratorum tum Denominatorum eft 2; 
divide eofdem per binarium, ut differentia illa fiat unitas ut in Theo¬ 
remate ; & evadet Series 1, \-a, i b, &c. quae collata cum ea in 

Propofitione, dat p=i, quibus fubftitutis, erit ut Area Or- 

dinatae x *x i— x' ad Aream Ordinatae id eft, ut 

Area hujus ^F== ad Aream hujus j== ita primus Terminus Se- 

riei, five unitas ad alium quemvis primarium vel intermedium intervallo 
2 diftantem ab initio. 

Ut fi Terminus defideratus confiftat in medio inter primum & fe¬ 
cundum, erit z = —, qaoin Cafu fit Ordinata pofterior f lve 

JTZT X : adeoque ut Area Ordinatae ad Aream Ordinatte 

TeIminnm CirCUm i*™ tia Cir “ li 3 - 1415926 --- &c. ad 2, ita unitas ad 
636619-7 - l -- n &c l ° ‘ nter P r,mum & fecun dum; qui hoc pafto prodit 


Si 
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Si ejufdem Seriei quasratur Terminus centefimus primus, erit z = 

# I0 ° 

100 j adeoque ut 3.1415— &c. ad Aream Ordinatas -,, ita u- 

V x —xx 

nitas ad Terminum Propofitum. Et fimiliter ponendo 2 = 100—, 

Terminus in medio inter centefimum primum & centefimum fecun¬ 
dum determinabitur per Circumferentiam Circuli & Aream Ordinatas 

X JO ° 

: ubique tamen fumendo partes Arearum quas jacent fupra Ab- 
fcifiam unitati asqualem. 

Pofifunt etiam Terminorum reciproci interpolari, idque nonnunquam 
magis commode quam ipfi Termini. Reciproci Terminorum in no- 

24 1 

viflima Serie funt 1, — a, — b, &c. adeoque eft r= 1, /> = —; & 

inde ut Area Ordinatas x° X 1—*~ * ad Aream Ordinatas x z X 
1_^ ita primus Terminus ad illum diftantem intervallo 2 ab ini- 

x** . 

tio : id eft, ut 2 ad Aream Ordinatas ■ »=■ y—= j nam prior Curvas 

1—xv i —x * 

eft quadrabilis. 

Exemplum II. 

Interpolanda fit Series 1, a, j k, ~ d, &c. Divide Nume¬ 

ratores & Denominatores per eorum incrementum 3; & invenies /> = 

~ r = — *, hinc fit Ordinata prior x —fx 1 —x f, five 
3 3 

T 

— ; & pofterior 3 - — . Dein ut Area illi- 

Vx* - 2 X* -j- \/x 2 - 2 X * 

us ad Aream hujus ita primus Terminus Seriei ad alium quemcunque 
cujus diftantia ab initio eft z. 

Propositio XXV. 

Si in Ordinata Curva fcribantur fuccef- 

cejjivenumeri integri o, i, 2, 3, 4, &c. pro z, eadem 
erit relatio inter Areas Ordinatarum provenientium 

qiue 


7 
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qtt<e efl inter Terminos Seriei a, -a h -±?c 

Ubt Numeratores continue increfcunt, De¬ 
nominat ores vero decrefcunt. Et hic quoque polo Ab- 
JuJJam x unitati te qualem* 

H*c Propofitio demonftratur ad modum fuperioris. 

Ca ' oUa,ium - Hinc in r> ^ g/, &c . « 

1 erminus primus a ad alium quemvis intervallo z diftantem a princi¬ 
pe, ita Area Curv. cujus Ordinata eft a d Aream Cur- 

vas cujus Ordinata eft x 7HJ r +*~- r 

Exemplum I. 

Detur Series interpolanda r, l a , — h 3 , . 

I * 2 ~T” ^ &C * C UJUS 

air/hax Series^not^qadi^direfte futT Wc Propofitione, ^nterpolcTTer- 
minorum reciprocos t, L* -i-„ &c . qu0 pa£to erit r=r> 

«*• a_deoque ut Area Ordinat. / X z^’ ad Aream Ordinat. 

* X z—* , ita unitas ad Terminum intervallo z diftantem a prin¬ 
cipio, in Serie pofteriore: vel ut Area Ordinat. ,-* x l= 3 »«d_I_, 
iwunitas ad Terminum in priore Serie, intervallo z remotum + ab 
Ut fi defideretur Uncia Termini quinti in dignitate nona, erit 
9, - — 4; quibus fcriptis, erit Area Ordinatae * 5 xFZIJ 4 ad — u t u- 
Tiitas ad Unciam quaefitam. Ordinata autem evoluta eft x % _ 

6# 7 —4*ejufque Area — —— 1 .J L c 1 ~ 

t r 6 7*8 9 ' To’^ lve 726o ’ Tum 

ut IWo ad ^ unitas ad 126, qu* eft Uncia propofita. 


Exemplum 
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Exemplum II. 

Si in poteftate fimplici Binomii, quaeratur Terminus qui confiftit in 
medio inter duas Uncias 1 & 1 ; erit index binomii 2 = i ; & 

exinde ut Area Ordinat* ** x != 3 * ad t % hoceft, ut Area Circuli ad 
quadratum Circumfcriptum ita unitas ad Terminum inter Uncias 1 & 1. 


SCHOLION. 

Quando Curvae quadranda; funt plurimarum dimenfionum, inveni¬ 
enda; iunt aliquot earum Ordinatae per Tabulam Logarithmorum •, ex 
quibus dabuntur Areae per Parabolam Newtoni. Quod fi relatio Ter¬ 
minorum in Serie interpolanda fit irmer plures Terminos, abfolvetur 
interpolatio per Comparationem aliarum Curvarum. Sed hanc materi¬ 
am millam faciens adjungam quaedam de aliis methodis interpolandi. 


Propositio XXVI. 

Si Series interpolanda fit f , L a> b, ^c, jjjjr,»,. 
& ponatur n = r—p, atque 


_ n n —1 

B~“ • m A, 

_ n —1 n —2 . _ 


2 

2 

»—z 

;/—^ 

3 

2 

3 

1 

4 

2 

»—4 

w —5 . 
,- 1 


1« e-f- j A, 

■ r- 1 tj 1 n 1 , 

m C-]—— B 4 -- .-A, 

1 3 ‘3 4 

• t\ , n —2 _ , n — 1 n — 2 _ 




n_ n —1 n — 2 

3 * 4 

n — 2 n —3 r , JI — 1 n — 2 n —3 . 


jl— n — 1 n — 2 n —^ 
4 ' 5 ‘ ~6~~ 

&c. 

L 1 


Tum 
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Tum erit z n in A + ® + &c. Termi- 

nus Senet interpolanda primarius vel intermedius y eu- 
jus dijtantia ab initio ejl z — p . 

Notandum eft Coefficientem A, per Propofitionem decimam octa¬ 
vam aequalem efle Termino in Serie Numeratorum i, ra , r+i.b y 
&c. diitancem intervallo/>— r ab initio-, eamque determinari per Ex¬ 
emplum fecundum Propofitionis vigefimae primae. 


Demonstratio. 

Series propofita definitur Aquatione differentiali T, ubi 

eft n=r — p ut in Theoremate & fucceflivi valores indeterminatae z 
funt p, /-}“ 2 » & c * P^ge jam 

T =z ” -A + | + ^ + g+§ + &c. 

dein pro T & z fcribe earum valores fuccedentes T' & z-j-i, ro- 
fpettive, & emerget 

T' = z+?” in A+^ + =|r, + =$;+=p + &c - 
Vel evolvendo dignitates 
T' = z* in A-f- 

flA-f-B t i-f~ 2 C , r.a— i.C-f-^D 

z ' z * “T ■ + &C. 

z 4 -« 

Ai quatio refolvenda T'=—T, hunc in modum fcribatur T'*— 

Tz-T» = o; & in eadem fubftituantur valores ipforum T & T', 
atque refultabit 

. ».»—iA—2B i—12C . ^ 

z “ —S— + a;- -+&c.=o. 


Ponantur jam Numeratores aequales nihil, &habebuntur B=-. *—* in 

1 2 

A ”— 1 K — 2 . » 

'-2 * 2 ,n "+jA f &c. Atque producendo computum, 

reliquae Coefficientes prodibunt in Theoremate. E. D. 


1 


Exemplum 
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Exemplum I. 


Proponatur Series i, i fl , i b, f- r, 7 -J*tt c. qu* definitur JE- 
quatione T = - T, in qua valores fucceffivi ipfius z funt i, 2* 3, 

4» &c. hsec comparata cum Aquatione T'=z^^ T, dat n=. _i- . 

& exinde 


B = — in A 

c =il inB — 

D = 3 4 inC “ 6 B+ ^ A 

E =jfi„D-|c + ^B. 


% B —— A 

\6 32 


F=22 inE 7 D + 3j c _z b+^a 

40 6 1 a8 2 2 ' 2Ha. 


— Ax g , 

-Avii 

~ x ia8’ 


= Av ^9 

x 32768’ 

__A„ 62 37 

~* Ax I 6 I 7 ^’ 


Adeoque 


T — _ ia I r 3 I 2 * _T_ IQ 5 I t6 59 . 6237 

Vz 8z ’~ 128z 3, "T 10242 3 *• 327682 4 *" 2621442 % ' 1 

Quantitas autem A in hujufmodi Exemplis fic determinari pofTit. 
Per relationem Terminorum interpolandorum qusere primarium quem¬ 
vis fatis longe diftantem ab initio, verbi gratia decimum fextum, qui 

hic prodit .144464448-&c. Hune fcribe pro T & interea pro z 

valorem fuum correfpondentem, nempe 16 j atque habebis 

.144464448 = £ m 1 + g$g + H &6 + &c ‘ 

vef colligendo Terminos in unam Summam, .144464448 = —in 

1.02422627, unde prodit A = .564189583548 : quo dato dabitur T 
in alio quovis cafu per Terminos paucifiimos fui valoris. 


Exemplum 
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Exemplum II. 


Interpolanda fit Series i, f a, - B, — d y &c. quae definitur 
i 1 4 7 *° 

Aquatione T' =. T, exiftentibus —, j*, , 8cc. valoribus 

Abfcifiae z fuccefllvis: haec comparata cum TEquatione in Theoremate 
dat « = — ; quo fubftituto obtinebitur 


T = Avz. ia i —- 


_ __5_ _ 

92 ' 21872* "T" 196832 4 "41771472* 

Jam ad eruendum Coefficientem A, quaero Terminum decimum 
quartum Seriei interpolandae, qui prodit 4.652136 : hunc deinde va- 


253 


+ 


5610 


■ &c. 


lorem feribo pro T, & pro z valorem fuum decimum quartum at* 
que habeo 


4.652136 = Av 7 — ini— — 4 

3 120 1 

Vel extrahendo radicem cubicam numeri —, 

3 


' 345600 + &c * 

& colligendo Terminos in 


unam fummam, obtineo 4.652136 r= A x 2.351505, adeoque A — 
1.978365. Data nunc A, Terminus quilibet alius invenietur fumma 
facilitate. Quaeratur is qui confiftit tertia parte intervalli communis 
ante millefimum primum: pro z feribe fuum valorem correfponden- 

tem jooo, & valor ipfius T prodibit 10 A in i_—five T = 

9000 

19.78343* Nam ubi Terminus defideratus longe diftat a principio & 
computus non eft producendus ad plurimas figuras perpauci Termini 
in valore ipfius T abunde fufficiunt. 


SCHOUON. 

Eodem modo quo in hac Propofitione Radix extrahitur ex JE- 
z-]-n . 

quatJone T ^ T, extrahitur etiam ex alia quavis quae fub hac 
forma continetur 


X X< 4 az a - J 4 bz 3 -^4 &c. = T X z 3 - 4 cz > ■- 1 4- dz ’'- 1 4 &c. 

Nam 



Interpolatio Serierum. 133 

Nam eft index n=a—c per Propofitionem Textam ; & inde forma Se¬ 
riei pro T afiumenda erit 

T = A/ + Bz’ , “ I +C 2 ”“ 1 + &c. 

Quippe in hujufmodi Seriebus quae funt Radices Aquationum Differen- 
tialium, indices ipfius z habent Unitatem pro decremento, praeter¬ 
quam in quibufdam cafibus valde particularibus. Habito igitur indice 
ipfius 2 in primo Termino habetur forma Seriei afiumenda pro Ra¬ 
dice T: dein fcribendo z+i pro z, & T 7 pro T, prodibit 

T'= + B 2+i «- 1 + C + & c . 

T um reducendo hunc valorem ad formam ipfius T, ut fupra often- 
fum eft, & ducendo utrumque valorem in quantitates quas praecipit 
Aquatio refolvenda-, dabuntur Coefficientes aflumptas ex collatione 
membrorum homologorum in Aquatione refultante 

Propositio XXVII. 


Si JEquatio ad Seriem fit T'= T, erit Radix 

T = A+^A+^B+iiic + I±iD + '±^E+&c. 

2 2.^1 “ 3 . &i _ 3 T 4 . m . 4 r 5 ^ s T 


iEquatio refolvenda T'=;^-p^T hunc in modum fcribatur 22 T—. 
&zT'—rT=o, & afiumatur 

T A + ^-] ~ 2 ._j_ I + 2t2; _j_ I#2 ;+^+2.2+I.Z+2.Z+3 & C ' 

Eritque 

T ^ A[ B . , C , D , E 

”>2+1 1 Z+I.Z+2~ r Z+I.Z+2.Z+3 ‘ 2-1-1.2+2. 2 + 3 . 2+4 

+ &C. 

Unde 

^ 1_+;_1_ 3 ^_1 4 E _ 

Et ducendo in 22 

-p 2 Cx. 3D*: . aE* 

X.Z zz — + x-^-i.x +1 "> £+fT+T+3 ** + 

Atque per redu&ionem 

*r_» r = »+§? ++sf§ 5 §h +*«• 

M m Hunc 
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Hunc valorem fcribe pro zz T—zzT', & pro T' fuum valorem ha¬ 
ctenus repertum, atque refultabic 

T? a I —MlL? i 3 ^ r ^f ~4^ » 4 E-— r-PgD . 

r 2+1 2+1 . 2+2 2 — 1 . 2 — 2 . Z -+2 ^ C * = 0t 

f f* -f I 

Et per collationem membrorum homologorum, B = — A, C= — B, 
r+4 r q 

P = —“— C, E =-- D, &c. Hi funt valores Coefficientium: quod 


r+4 r q 

P = —-— C, E =-- D, &c. Hi funt valores Coefficientium: quod 

3 4 

fi A, B, C, &c. denotent totos Terminos, prodibit valor ipfius T jam 
affignatus. Q. E. P. 


Exemplum. 


Invenit WallifiuSy ultimum Terminum huius Seriei 1, — A, ~ B 

9 25 * 

48 80 

^ C, ^ P, &c. efle Aream Circuli cujus Diameter eft unitas ; 

ubi Penominatores funt quadrata numerorum imparium, & uni¬ 
tate majores Numeratoribus. Videamus autem hic quifnam fit 

ultimus Terminus hujus 1, j- A, — B, C, P, &c. ubi 
Numeratores funt quadrata numerorum parium & unitate majores De- 
nominatoribus. TEquatio ad hanc Seriem erit T' — T T,exiften- 
tibus 1, 2, 3, 4, &c. valoribus Abfciffie 2 fucceffivis: ergo compa¬ 
rando hanc Aquationem cum illa in Propofitione, erit r = —, quo 

fubftituto prodit 

T __ A A JB 15C 35D 63E 

+ !2— z -r 16.^3 -r^=; + &c - 

Et ad determinandum Coefficientem A, quasre Terminum Seriei de¬ 
cimum, nempe 1.5300.1727.35, quem fubftitue pro T, & interea pro 
z valorem fuum correfpondentem 10; atque obtinebis 

. . 1 1.3 1.3.1 /r 

1.5300.1727.35 = Ain 1 —-———-— —-— --- Rr r 

■ ' ' 0D 4.5.10.11 4-8.i2.io.ii.i2 

Hoc eft, colligendo Terminos in unum, 1.5300.1727.35 = A in 
.9740.392454, & exinde A = 1.57079633, utique femicircumferentias 
Circuli: quo dato, facillime dabitur Terminus quilibet Seriei interpo¬ 
landas primarius vel intermedius. Conftat autem ultimum ejus Ter¬ 
minum,. 


f 
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minum, five faftum fub omnibus gx^x &c. aequale 

efle primo Coefficienti A, adeoque femiperiferite Circuli. 

Propositio XXVIII. 

Invenire fummam quotcmque Loganthmorum, quorum 
numeri funt m progrejjione Arithmetica. 

Defignent *+«, *+3», x-\- 5 n, x-j-yn,--- Z —n, quotcunque numeros 
in progreffione Arithmetica, quorum primus & *4-„, ultimus z—n & 
communis differentia 2». Infuper denotent l,z\ l, x Logz~tLos 
Tabulares numerorum 2 & *• ■, fitque ^ = .43429.44819.03242 fcili- 
cet reciproco Logarithmi naturalis Denarii. Atquefumma Logarith- 
morum propofitorum aequalis erit differenti* inter Series duas fequentes 


2/, 2 

az 

an ] 

L 7 an% 

Sian r 

. 127 an 7 

2 n ’ 

2 n 

122” 

3602* 

12602 r 

* 16802 7 

xl,x 

ax 

an 

, 7 an * 

3ian f 

. 127^ 

2 n 

2 n 

12X " 

* 360 X 3 

1260 X* 

* i68o* 7 


'11882’ " 
5 iian 9 

' 1188^^ “1 

Hje autem Series fic continuantur in infinitum*, pone 
~~T 4 ~ A ’ 


- &c. 
■ &c. 


— P — A + 3 B > 

— = A4-10B-I-5C, 

■ _ ^TT6 =:A + 2lB + 35 C+ 7 l>, 

— 1 T 20 = a + 3 6b + i26C + 8 4D+9F, 

&c. 

Ubi numeri qui multiplicantur in A, B, C, D, &c. in diverfis valo- 
ribus funt Unciae alternae in dignitatibus imparibus binomii. Hifce 

prasmiflls, erit Coefficiens Termini'tertii —~ c= A, is quarti 4 _ _ 

31 12 

:= B, quinti — = C, & fic deinceps, 

Pemun- 
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Demonstrat 10. 

Minuatur variabilis z decremento fuo 2 n ; vel quod idem eft, fub- 
ftituatur z—.2« pro 2 in Serie 

z/,z az a» , 7^«* 31*«' , 

2n 2» 122 3602 3 12602' “i & c * 

& proveniet valor ejufdem fucceflivus 

z—i nl,z—w a_ - an f 7 an* 310/7* 

2n 2» * ln i2.*_i» » 360.*—'i» x * 1260.*— irt' "^^ c * 

Hunc fubducito de valore priore. Terminis prius ad eandem formam 

per Divifionem redu&is, & relinquetur lz _—_—_—_— 

2 22 1 32* 42* 

&c. id eft, Logarithmus numeri 2— v. Adeoque univerfaliter de¬ 
crementum duorum valor um fucceffivorum Seriei, aequatur Logarith- 
mo ipfius 2—»; qui exprimit in genere quemvis Logarithmorum qui 
erant fummandi. Igitur Series erit fumma Logarithmorum propofito- 
rum, fi ab eadem fubducatur altera Series. Nam fummae perinde ac 
Areae nonnunquam corrigendae funt, ut evadant verse. 

- Exemplum I. 

Proponatur invenire fummam Logarithmorum decem numerorum 
101, i° 3 > io 5 » 107, 109, iii, 113, 115, 117, u 9 - hi colJati cum 

hifce *+«, x~j-3n t x-f-5»,- z—n, dant differentiam communem 

2/7=2, & n= 1 ; atque primum * 4 -i = ioi, fecundum vero 2_1 = 

119: unde x=ioo, 2=120. Hifce autem fubftitutis, & 
.43429.44819.03252 pro a\ atque Logarithmis ipforum 100 & 120 
refpedive pro /, x & /,2; valores duarum Serierum invenientur 
78.28491.40012.1 & 98.69290.42601.6, quorum differentia dat 
20.40799.02589.5 pro Summa Logarithmorum defiderata. 

Exemplum II. 

Quaeratur jam Summa Logarithmorum numerorum 11,12,13,---1000, 
quorum primus eft 11, & ultimus 1000, & differentia communis unitas. 

Eft igitur « = —, = 10, 2— — = 10005 unde x= 2 = 

2001 *!/••• • 21 2001 
“ 2 > quibus fcriptis, & Logarithmis ipforum — & —— pro /, x & 

/, 2j prodeunt pro valoribus Serierum 2567.20555.42879 & 

6.16067.30987, 
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sVm^ioSkrZqSr^ reIinqUit 2 ^-°4488.i, 8 9 2 Pro 

natuLTiuT/a^^Tfr 1 quotcunque Logarithmorum numerorum 
r * * 4> 5> &c. pone 2 —n efie ultimum numerorum, ex- 

iftente r 2 » & tres vel quatuor Termini hujus Seriei 2/,2_.52—. 

* 1 7 a 

242 “T 2 8802 5 ~~ &C addltl Logarithmo circumferentia? Circuli cujus 

fitam US idauV n eo a minl eft ’. ^ °*99o8. 9 934i.79 dabunt dammam qu*- 
11 tam, idque eo minore labore quo plures Logarithmi funt fummandi 

Sic fi ponas 2_- = 1000, vel 2= 2221 valor Seriei erit 

2^67 6oA6^t^ 79 Ut an r tCa J ^ UI acJ J e< ^ us Logarithmo conflanti efficit 

Exemplum Illt 

ssr ssizr& tr r-• 

Ciam illam aqualem efle produdo fub ^rinrari”* *' nomio Un ’ 
vem favoribus 1222 222 M 997 99.6 8 5 * n °“g<nta no- 
. rooo * % 02 3 ’ 4 ’ 5 >quorum pri- 

!! e U ' C . 1 * & U ' C ' mUS 499 5 Cxiftentibus tum Numeratoribus tum 

mam Logarithmoruk^k^^ul'^^^ 

pone differentiam communem is^ maximum eorum 
minimum 502 =^2, eritque , s i 2=t000 I_ 

&»36.%“^ ib “ 0 ^ 5 r° 55 ^? pro valore' pJksX 

WS.hlffi 6 **, is et fum^yor' 5 : ^ 

4,--- 4991 pone^I 2 _i- =499 , & h ; fe 

traditam: & habebis 112 r A~o 10 Exemplo priore 

denomino torum. Qo>mVui^erobdotitHe “umZ ij—l*™™» 

Na 


SCHOLION. 
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Scholion. 

Hujufmodi Series i, jA, j 4 ^B, j^C, &c. interpolatur per 

Propofitionem vigefimam fextam, ubi differentia inter r & /> eft ex¬ 
igua: & per hanc Propofitionem generaliter nulla ratione habita iftius 
differentiae. Atque eodem plane modo invenire licet fummam Loga- 
rithmorum Numerorum, qui funt longe magis compofiti quam aequi- 
differentes; eoque padto affignare Terminos Serierum quarum interca¬ 
latio pro difficillima haberi folet. Per hoc quoque Problema inveniun¬ 
tur Areae Curvarum quarum Ordinatae funt hujufmodi i —x , ubi 
index Binomii eft permagnus; fed in eo cafu folo quando pars Areae 
quaefita jacet fupra partem Abfciffae aequalem Unitati. 

Et fane omnia fere Problemata de Interpolationibus huic Analyfi fub- 
jiciuntur, imo etiamfi tres vel plures Termini Seriei intercalandae ingre¬ 
diantur Aquationem Differentialem: harum enim refolutionem in po- 
teftate habeo. Atque hic notare libet Series quae prodeunt per Para¬ 
bolam Newtoni , prodire etiam per noftram methodum. Proponatur 
enim intercalatio Seriei 

r-\-n r+H+i 7 r-\-n-\-2 
*>— a >'- 7 XT b ' r +2 / 


l d, &c. 


quae definitur ASquatione T' = “^~ T, in qua valores Abfciffae z 
fucceffivi funt o, i, 2, 3, &c. Ea vero fcribatur in modum fequentem 
^XT'-T—»T=o; & fingatur 

T = A -}-Bz-^- C2.4-l-j-Dz.*—: i-j-Ez.i—1 .*•—z.i— 3 ~f“ 

Atque fubftituendo T' pro T, & z+i pro z, obtinebitur 

T'= A-j-B^fu.-f- Ci~.z-}-Di3f7.z.z-— 1 -J - .z.x—• .*—i 
Unde T'_T = B+ aCz-j^Dz.*— ( -|-4Eza-i.t-i -f- &c. 

Hifce autem valoribus fubftitutis in Aquatione refolvenda, & membris 

redu&is ad eandem formam, refultabit 

4 - rB - 4 - 2.r-\-i C 7 -. “f“4 ,r 'd"3 E. \ 

I„a}_^bP 'i —ch— _ —= - 

Denique ponendo membra homologa aequalia nihil, habebitur B = 


n . ^ 1 7?—.1 , 

/ A ’ c= r x ?+ 7 ' 


Adeoque 


!, D = — x~T~C, E = L x L r i D, &c. 


T= 
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=a +A 

Hoc efl 


*39 


'+ &C. 


2 n *— 2 , n —3 _ 2:—? 

c — 


T = A+1 A 2 + ^ B ^4-±= 

r 1 ^ r +i 2 + r+2 w ~y -rqrj- 4 - 

. A > B ’ C >P> & . c- non amplius denotant Coefficientes fed Ter 
minos totos. Et prima Coefficiens A nna> Pv • Ces * led 1 er 

minatur, «quali, eft Terrnm^eSi ?°" d ^-‘ 

r e 3!r, v fe> n ■sarsr m 


Propositio XXIX. 


Detur Series Ordinatarum intervallis qutbufcunque ab in¬ 
vicem diftantium, pergens vero ex una tantum parte in 
infinitum ■ & oporteat invenire Lineam Parabolicam 
qu<e tranjit per extremitates omnium . 


'■ ^ ( f’ f &C - i x Cr o ^ imer ' 0rdin ““ &7u^fflD?nTf : refpeftive"' At! 

nc de 2 % DeiIpoSr m qUamVI$ " «“« «*" * Fu A 






-r 

t 
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«=$= 4 , -c=i=- B , • D= 

/ 0 —a ’ - e—a ’ 

t „ A2—,'Ai „ ' Bi—Bi „ 

r_ h >Cl— , , , Bi — 


Ct—C ^ Dr—D „ 

~rzT' E ="i~r» &c - 

C2—Cr 


' • a 3—A2 _ * 

Ba =Hh-■ C2 = 

T>. A 4—A3 

~ ^ »• 


B3— Bz 


Atque erit Ordinata T^= A-f- 

B X K—a -f- 
O X z. — a x z.—b 
D X~a\Z^bX~c^ 

E X ~ X Z^b X ~c X z—d -}- 

E X^X^XwXWXw-f’ 

&c. 

Notandum eft principium Abfciffae, nempe pun&um R fumi ad arbi¬ 
trium, vel inter Ordinatas vel extra omnes ut in Schemate; dummodo 
lignorum -f- & —,debita habeatur ratio, Propofitio autem demon- 
ftratur fubftituendo Ordinatas A, Ai, A2, &c. fucceffive pro T, & 
interea pro £ longitudines ejus ordine luccedentes a 9 b 9 c 9 &c. Nam Tu¬ 
mendo differentias Aquationum provenientium & dividendo eafdem 
per intervalla Ordinatarum, obvenient valores Coefficientium lupra af- 
Bgnati. 


Exemplum I. 


Sint Ordinatarum a principio Abfciflae, intervalla <7=2, Z= 3 , «5, 
dz=z6 ; ipTa vero Ordinatas fint 

A=a 2 , B=i, C=o, D=j, 

Ai= 3, Bi=ri, Ci=2, 

A2=5, B2=^7, 

A3=i2, 

Et ineundo computum juxta praeferipta Theorematis* invenietur B=5i, 
C=o, D=—; quibus fubftitutis & 2 pro A, invenietur T = 2-f- 

d-i + ~ Xv-1.^-3^, qu^ in ordinem redu&a St T = 

2* —JO 
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2»—to z*-|-33z—30 _ 

2 * Etenim fi inibi fcribantur 2/3, 5, 5, prozj 

prodibunt Ordinatae propofitae 2, 3, 5, i 2 . 

Exemplum II. 

Oporteat determinare tempus Solftitii ex datis aliquot Solis altitu 
dimbus meridianis circa idem temDus 4 ouns aintu- 

dines folis, earumque intervafta deZent tlmpfra inte^nfe ^ 
tum tranfeat Parabola per extremitates Ordinatarum, & Abfciffaeius 
quas correfpondet minimae Ordinatae five ei fir J Jv, 11 J 

= , d «, j,,,™™» 

sarsjsr&fsj jv —•«" 

44975 | 8* 0 *\ 

44934 I 9 no ( r •• 

44883 i 2 *no> Junii 

44990 j 16^ j 

Sit jam diftantia obfervata die oftavo Ordinata Drirm r 

fr p i“" Abrci& ‘ «=«• rs.** 

a = 44975» B=__4I, 0 = 4-6, d = 4- — 

« 32 * 

Ai =44934» Bi 5=—. 17, Ci=:4-IZ£ 

1 28 * 

A2 = 44883, B2 = + i£2 

4 

Aj =4499°. 

Atque fubftituendo hofce valores pro A, B, C, D ; invenietur T = 

44 ^ 5 - 4 ,»+&.1=; +' hoc eft> T 

375 , l£7 , , 1 y 5 

8 . 3 2 . 2 + r2 2 '' J am quoniam Abfcifla quaefita correfpondet 

Ordinatas minima;, ponatur Fluxio ipfius T aequalis nihil & f,,u,L V 
3224-3742=1500, cujus Radix 3.889355 exprimit dieseWn b 
meridiem odtavi diei Junii & momentumSolftitii: quod 

ar hor. 2oi min. pr. poft meridiem diei decimx prim*, fecundum 

hafce Obfervationes. Poteft etiam tempus Solftitii determin- ■ > 

res Obfervationes & Parabolam plurium dimenfionum } ' vel per 

0 0 Obfer- 
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Obfervationes adhibendo Parabolam Conicam, uti docuit Halleius. 
Sed oportet differentias inter altitudines obfervatas, efie fenfibiliter 
majores erroribus qui committi queant inter obfervandum, alias nihil 
certi concludi poterit. 

Scholion. 

New tonus utitur hac Propofitione in determinando locum Cometas 
qui cadit inter aliquot loca Obfervationibus nota. Nimirum fi obfer- 
yentur quotvis longitudines defignatae per totidem Ordinatas, quarum 
intervalla proportionalia funt temporibus inter Obfervationes, & de- 
fcri batur Parabola per Ordinatarum extremitates ; Ordinata; hujus fi¬ 
gurae intermediae denotabunt longitudines Cometas intermedias pro 
temporibus quas funt proportionalia Abfcifiis. Et eadem methodo da¬ 
bitur latitudo pro quovis tempore ex datis aliquot latitudinibus. Ex 
longitudine autem & latitudine datis datur locus Cometse in Cselis. 
Et hunc in modum plurima obfervatu difficilia determinari poffint 
fatis accurate ex Obfervationibus aliquot anterioribus & pofterioribus. 

Applicabilis efl: etiam hasc Propofitio ad refolutionem Aquatio¬ 
num purarum affe&arumve. Nam in Aquatione refolvenda fcribendo 
pro radice numeros ab eadem haud multum difcrepantes *, provenient 
eorum intervalla, qui dein interpolati exhibebunt radicem. Sed poft 
refolutionem Aquationum Hallei fruftra compendiofior fperanda eft. 

In cafu quando intervalla Ordinatarum diminuuntur in infinitum hoc 
Problema dabit radicem Aquationis fluxionalis, etiamfi nec radix neque 
altera indeterminata fluat uniformiter; & hoc mera fubftitutione flu¬ 
xionum Radicis pro differentiis Ordinatarum, & pro earum intervallis 
fluxiones Abfciffie. Nam ficuti cafus Ordinatarum aequidiftantium re- 
fpondet fluxionibus Abfciffae uniformiter crefcentibus; ita hsec Propo¬ 
fitio fluxionibus quacunque lege variantibus. Et refolutio Aquationis 
fluxionalis in qua utraque indeterminata fluit quacunque lege, non efl: 
Corollarium ex hac Propofitione, fed Cafus ejufdem omnium fimpli¬ 
ci fli mus: quod obiter hic monere vifum efl:, ut pateat Methodum 
Differentialem generaliffime comple&i univerfam Serierum do&rinam, 
quod forte alii non perceperint. 

Propositio XXX. 

Invenire /Ifymptoton Hyperbolae generis Logarithrmci ex 
datis ejus Ordinatis aliquot a qutdiflantibus. 

Sint Ordinata: squidiftantes A, B, C, D, E, &c. infiftentes fuper 
Abfcifiam PL in angulis re&is: fitque Q^R Afymptotos Curvas pa¬ 
rallela 
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rallela Abfcifiae, & intervallo P Q^ab eadem diftans. Apelletur vero 
Abfcrfla quasvis A L 2, & Ordinata correfpondens L m y. Hyper- 
bola autem Logarithmica H«K definiatur iEquatione hujus formse 
y = a — br* — cr 17 - — dr* 7 -— erv -— &c. 



Ubi r, a , e, d y e , &c. funt quantitates invariabiles j atque erit diftan- 

tia inter AbfcilTam & Afymptoton, hoc eft, 

PQ=A + 

A=§ + 

r —1 1 

rA—qpiB+C 

r * A— r * r C — B 

r—i.r*— i.r *— i 

y* A r D-j-E 

r—i .r* —i.r } —i.r 4 —i 


Coefficientes literarum A, B, C, D, &c. in diverfisTerminis, forman- 


, . n —1 n — r n —r* 

tur per continuam multiplicationem numerorum 1, - ^ i , 

n—r* 

~ f j '&c. 1 ° primo autem Termino eft in fecundo n=r\ in 

tertio «=r a , in quarto n=r\ & fic porro. Exempli gratia, in quar¬ 
to Termino Coefficientes fumpti ordine inverfo funt 1, i-J-r-f-r*, 

r+r' + r>, r\ neglegis fignis; eft vero ix~—^ = 1-J- r a , 

_r 3 —r . _ _ f * 

1 -j-r-j-f* \ = denique r-J-r 1 -|-r } x ^—— = r* ; 

fic itaque inveniuntur Coefficientes. In hac autem Propofitione exci- 

* pio 
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pio Cafum irt quo eft r = :+r- r tunc enim degenerat Hyperbola in li¬ 
neam redtam. 

Series vero fic inveftigatur. In Aquatione affumpta y=ia _ br*—+ 

cr*—&:c. mutetur fignum Abfciffae z, & prodibit y = —_ 

c d . T 

r i*. — ri z. &c - evadat jam z infinite magna, atque in valore Or¬ 
dinatae y evanefcent omnes Termini praeter primum dummodo con¬ 
cipiatur r effe major unitate; eoque pafto erit yz=a ; hoc eft. Or¬ 
dinata ad diftantiam infinitam remota, five diftantia inter AbfcilTam & 
Afymptoton PQ^ aequalis eft primo Termino a: nam in diftantia infi¬ 
nita coincidit Curva cum fua 1 Afynhptoto. Quantitas autem a fic in¬ 
veftigatur in Aequatione prius affumpta yz=za — br* _ cr^—dr*** _ 

er *— &c. fcribe Ordinatas aequidiftantes A, B, C, D, E, &c. fuccef- 
five pro y , & interea o, i, 2, 3,4, &c. pro Abfcifla 2; ac prodibunt 
Aquationes 

—b *mmC —d —e — &c. 

B =£—br — cr 2 — dr 3 — er* _&c. 

C =a— br*—.cr 4 —dr 6 — er* —. &c. 

T)=a—br 3 — cr 6 — dr 9 — ,er" &c. 

E=3— br* — cr *— dr 1 * — er ,6 —-5tc. 

&c. 

Habentur igitur tot AEquationes quot funt incognita a, b , r, d y e , &c. 
ex quibus quaeratur a per Algcbram vulgarem, atque ejus valor pro¬ 
dibit idem ac jam ipfi PQjiffignatus eft. Q^E. D. 

„ Corollarium. Hinc fi dentur aliquot Termini initiales in Serie infini¬ 
ta, quorum differentiae funt proxime in progreflione Geometrica, da- 
bitur ultimus omnium utique qui removetur ad diftantiam infinitam 
ab mrtio. Nam fi A, B, C, D, &c. ordine inverfo fumpti, defignent 
Terminos quorum differentiae funt fere in proportione Geometrica ut 
r llc lyr *' r ’ r & c * u: * cimus omnium aequalis erit PQ intervallo inter 
Abfciffam & Afymptoton: vel ftylo Gregoriano dabitur Terminatio Seriei. 

Exemplum. 

Datis Polygonis- aliquot regularibus Circulo infcriptis, invenire ulti¬ 
mum Polygonorum five Aream Circuli. Ea funto 


4 



" 4 
8 

16 

3 2 

6 4 

128 
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2.00000.00000.0000=: F 
2.82842.71247.4619= E 
3.06146.74589.2072 = D 
3- I2I 44-5 I 5 22 -5 8o 5 = C 

3 - i 3 6 54 - 8 49 ° 5-4594 = B 

3.14033.11569.5475 = A 


3.14033.11569.5475 
126.08888.0294 
6072.7439 

50652 

119 


3.14159.26535.8979 

Dicatur jam ultimum Polygonum A, penultimum B, antepenultimum 

C, & fic retro. Iit quoniam eorum differentias A_B B_C C_D 

&c. fune quamproxime ut Termini 4, 16, 64, 256, &c. id eft ut 
dignitates Quaternarii, erit/=4; quo fubftituto, Series generalis evadit 
« 1 ^^ 1 4A—qB-|-C 64A—.84B-I-21C—D 

A+ ~+~ .3.-5 +-T15 63-+ 

In qua fcnbe pro A, B, C, &c. fuos valores, & primi quinque Ter¬ 
mini dabunt Aream Circuli ad quindecem loca figurarum, ut ex com¬ 
puto appofito manifeftum eft. Ec fimiliter res confit per Polveona. 
circumfcripta. J 6 

Hac autem ratione quasvis Series fummari poteft. Nam fi Ordina 
equidiftantes denotent fummas fucceffivas, valor totius Seriei aqua¬ 
bitur diftantteinter Afymptoton & AbfcilTam. Si Series fummanda fit 
hujufmodi a+te+r* +/*>+&c. ubi *, *», &c. denotant par- 

tes Terminorum quas funt in progrefiione Geometrica, erit r =x - & 
valor ipfius PQ_converget eo celerius quo longius Summa: fucceffiv» 
diftant a principio, quas denotantur per A, B, C, D, &c. In cafu au¬ 
tem quando elt r —+ i, aflumenda eft Hyperbola que definitur hu¬ 
jufmodi Aquatione y=in a+j + + vice Hyperbo¬ 

le Logarithmice j atque index n determinabitur ex natura Seriei fum- 
mandas. 

Notandum eft Series infinitas eque fummari pofle per Parabolam 
Newtcm ac per hafce Hyperbolas. Nam Ordinate que in Hyperboli* 
funt equidiftantes, fi ad certas quafdam diftantias conftituantur; ex¬ 
hibebunt, ope Parabole, eafdem expreffiones pro valoribus Serierum 
Numerus figurarum que vere funt in Polygono A, duplicantur per 
duos Terminos Seriei, triplicantur per tres, & ita deinceps. Sic in Fr 
emplo allato funt tres vere figure 3 i 4 i n Polygono A ■, & inde quini 
que Termini dederunt Aream Circuli ad quindecem figurarum loca Fr 
he funt Approximationes quales olim invenerunt Jacobm Greiorim & 
Hugemus: hic quidem triplicavit veras figuras, at ille eafdem quadri 
plicavit, quintuplicavit, imo fine limite produxit, uti videre eft in Ap¬ 
pendice ad Veram Circuit fcf Hyperbolo: Quadraturam. ‘ 


Propo- 
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Propositio XXXI. 


Invenire Aream cujufvis Curvte quamproxime ex datis ali¬ 
quot ejus Ordinatis re quidtflantibus. 

Per extremitates Ordinatarum defcribe figuram Parabolicam, ejufque 
Area quas invenitur per methodos notas, proxime aequabitur Areae 
Curvae propofitae. Q_ E. I. 

SCHOLION, 

Quoniam laboriofum efiet femper recurrere ad Parabolam, compu¬ 
tavi Tabulam fequentem quae exhibet Aream Curvae dire&e ex datis 
aliquot ejus Ordinatis aequidiftantibus. 


Tabula Arearum . 

7A+32B-{-i2C„ 

55- R 

41 A-f-2i6B-|-27C-|-272D 


840 

9 89 A8 8 8 B—2 8 C—J-1049 6 D—^.5 40E 


28350 

Tabula Corregionum. 

P— 4 A-j-6B T 


■R 


180 

P—.6 A+i 5B—20C ^ 
- R 

P—8A+28B—56C-I-70D 


930 


R 


P—.ioA«|-45B—1 2 oC 4-2 ioD—^252E 


1600 


In hifce Tabulis A eft fumma primae & ultimae Ordinatae, B fecundae 
& penultimae, C tertiae & antepenultimae, & fic porro ufque dum 

deventum1 
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deventum fuerit ad Ordinatam in medio omnium quae per ultimam li- 
terarum A, B, C, &c. reprefentatur. R eft bafis fupra quam jacet A- 
rea, feu pars Abfciftae inter primam & ultimam Ordinaram intercepta. 
P eft fumma Quarum Ordinatarum quarum una confiftjt ante primam, 
altera poft ultimam ad diftantias aequales intervallo communi reliqua¬ 
rum Ordinatarum. Numerus autem Ordinatarum qui hic eft impar, 
fignatur ad latera Tabularum. Expreftiones in Tabula Arearum luat 
Areae contentae inter Bafin, Curvam & Ordinatas hinc inde extremas. 
Eae vero in Tabula Corredtionum ffint ejufdem circiter magnitudinis 
ac differentiae inter Areas veras & eas per Tabulam prodeuntes: adeo- 
que fwprima figura Corredionis inveniatur, dein adjiciatur ubi Cprre&io 
eft negativa, vel fubducatur quando eadem eft affirmativa •, concludere 
tuto licet Aream fic corredtam, veram efle in eo loco decimalium in 
quo intrat prima figura Corredbionis, neo ultra. Itaque per Tabulam 
Corredtionum Area inventa corrigitur, & fimul numerus figurarum 
verarum dignofcitur. 

Exemplum. 


Sit p -j— p Ordinatae Hyperbolae aequilaterae, & queratur Area ejus 

quae jacet fupra Abfcifiam unitati aqualem. Pro x fcribe fucceffive 
012345678 

g”> 8** 8~ * fT’ 8~* 8~* 8~* 8”* 8~* ^ proventent novem Ordinata» 

1LJLJL 8 3L JL JL JL 

8’ 9’ 10’ 11* 12’ 13’ 14* 15* 16 

_ _ 8,8 3 ^ 8 8 64 „ 88 48 

Igitur eft A zrzr — ——, B ~ — - 4 ” r , C zzz J —— — ■— 

IgiLUi 8 ' l 6 2’ G ‘ 15 45’ IO ' 14 2C» 


9 

8 , 8 192 8 2 . 

D = — H-- —, E = — = —: & hifce fubuicutis in ultima ex¬ 
ii ' 13 J 43 12 3 

preffione Arearum, & unitate pro R, oritur Area .<>9314721. 
inde in Ordinata fcribe fucceffive pro & proveni- 

8 8 

ent duae Ordinatae — & —, quarum prior ftat ante primam, &p9fterior 
8 8 192 

poft ultimam j adeoque P = — -f- — = : quem fubftftue pro P ; 

& pro A, B, C, D, E, fuos valores, & Corredfio pro novem Ordina¬ 
tis dabit -f- .00000003, quae quum affirmativa fit, lubducatur a valore 
Areae prius invento, & reftabit .69314718 accurata in ultima figura, 

Compu- 
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Computaveram hafce Tabulas ulterius, ceterum Expreffiones oro 
undecem aut pluribus Ordinatis funt ufibus inepti propter immen&m 
magnitudinem Coefficientium numeralium. Sin vero novem Ordinata; 
non dent Aream fatis accuratam *, dividatur bafis in duas vel plures par¬ 
tes ; & inde Area dividetur in totidem, quarum quamque fi qu;eras feor- 
lirn per novem Ordinatas, habebis totam Aream pro lubitu accuratam 
fced & nonnunquam convenit quaerere partem Area; per Seriem infini¬ 
tam, pnefertim fi Curva decuffet bafin in angulo reito. Atque hifce 
praecognitis, Area quxvis habebitur fatis accurate per Tabulam iam 
appofitam. r J 

Sed & Areae Curvarum haud incommode exprimi poffint per Dif¬ 
ferentias Ordinatarum aequidiftantium ad modum fequentem. 


Tabula Arearum per Differentias Ordinatarum . 


»3 


A 

A +g~ B 
A + 3 lB +£ C 

a +7 b +^+£d 


86 


A4- — B-1-C4- — D4-— E 

^3 ^45 ^189 + 86 ^ 

A + ^ 5 C-f-^ D + ^E + - 21 -F 

6 '36 ~I512 ^9072 ^3503 

A + 6 B + E 4 - F 4 - — G 

IO ^21 -r 7oo ii 55 o ^^3050° 


In hac Tabula A eft Ordinata in medio omnium, B eft differentia 
fecunda trium Ordinatarum in medio, C eft differentia quarta quin¬ 
que Ordinatarum in medio, & fic porro ad ultimam literarum A, B, C, 
D, E, F, G, quae eft ultima differentia omnium Ordinatarum. * Ut fi 
fint quinque Ordinata; a, b, c , d , e\ erit A = r, B=zb—2c-i-d, C= 
Et fic in aliis cafibus. Expreffiones autem 
duitae in bafin Curvae, five partem Abfciffae contentam inter primam 
& ultimam Ordinatam, dant Areas ex dato numero Ordinatarum qui 
lignatur ad latus. Notandum eft ultimos Terminos in expreffionibus 
pro novem, undecem & tredecem Ordinatis, non effe veros fed hifce 
fimpliciores & vero fatis proximos. Nam Ordinata media A & dif¬ 
ferentias B, C, D, E, &c. conftituunt Seriem convergentem; ideoque 

non 
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non requiritur ut Coefficientes ultimorum Terminorum qui intrant com- 
putum, fint prcTcife accurari. Ex convergentia autem Seriei A, B, 
e, D, &c. dignofcitur ad quot figuras Area exhibetur accurata-, ideo- 
que hsec fabula non indiget Tabula Corre&ionum. Sed & Coeffi¬ 
cientes numerales funt longe magis exigui quam in Tabula fuperiore 
atque ea de caufa. h*c proterenda eft, praefertim in magno Ordinata¬ 
rum numero. 0 w 


Queratur rurfus Area Hyperbolae, cujus Ordinata eft -L-. pro * 

f .. I 2_ 3 4 * ' * 

o* 4 ’ 4 ’ 4 ’ 4 5 & Provenient quinque Ordinat* squidiftan- 

4 2 4 1 . 2 

tCSI ’ 5’ 3' 7 ’ erit 'gitur A p nempe Ordinat* medi*: 

B = 7 ^' fc '!icet differenti* fecund* trium Ordinatarum in medio 

5’ 3’ 7 ’ demc l ue 1 -70’ h °c eft, squalis ultims differenti* om¬ 

nium Et hi valores fubftituti in Expreftione pro quinque Ordinatis 

danr 1 _lJL -I. J_ 43 6 7 , „ . 

3 '315 ‘ 900 ~~ 6300’ ° u< ^ a ln bafin five unitatem & 

redu&aad decimales, evadit .69317 pro Area qtinsfita. Et hasc Area ad 
minimum julra elt in quarto decimalium loco, in quo fcilicet intrat pri¬ 
ma figura ultimi Termini — 

9 °o 

Sed ut differentias promptius ac facilius inveniantur-, fit a Ordinata 
media, b fumma duarum hinc inde mediae proximarum, dein c fum- 
ma duarum qu* hinc inde fequuntur, & fic porro t tum pone 

A—a, 

B=r-— i A, 

C=—2A—4B, 

D—^—2 A—9B—6C, 

E=e—2 A—16B—toC—SD, 

— 2 A—24B—50C—35D—.toE, 

^—i '—‘ 2 A—36B—105C—11 zD —J4E—x 2F, 

Atque A, B, C, D, &c. erunt Ordinata media, differentia fecnnda 
rnum mediarum, quarta quinque mediarum, & fic porro in reliauis 
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Propositio XXXII. 

Defignent a , b , c, d\ e , / Terminos requidiflantes con~ 
iinue tendentes ad rationem re qualitatis, ©* JEquationes 
fequentes approximabunt ad eorumdem relationes . 

2 

3 

4 

5 £——4^-(-f=:o 

6 j— $b-\-ioc — \0d-\-5e — f—0 

7 a — 6b-\-i $c —20 d-{-i 5<r—6/-f-g=o 

8 ^—7^-i-21 r—3 5^+3 5 e — 2 */+7£—'^=° 

9 j —8£-j-2 8r— ^6d-\-yoe —56/-j-2 Sg —8 h-\-i=zo 

10 | a —9^-j-36r—84^-j—i26^—126/-j-8 \g —3 6h-\-yi —is=o 
&c. 

Hasc Tabula in ufum refervanda eft, ut confulatur quoties opus fit. 
Patet autem Coefficientes numerales efife Uncias dignitatum binomii. 
Et d^emonftratio patet: quoniam enim Termini fupponuntur continue 
tendere ad rationem aequalitatis, erunt eorum differentiae a — b , b —c, 

c _ d, d _ e , &c. parvae; deinde differentiae differentiarum a — 

}) _ 2c-\-d y c—2d-\-e, &c* erunt minores differentiis primis ; atque ter¬ 
tiae a _3 bA-^c—dj b —3r-|“3^—?, &c. erunt minores fecundis ; & quar¬ 
tae a _4 b-\-6c — \d-\-e , &c. erunt minores tertiis, & fic in infinitum. 

Ergo differentiae primae, fecundae, tertiae, reliquaeque pofitae aequales 
nihil ut in Propofitione, continue approximabunt ad veram relationem 
Terminorum. Q^E.D. 

Corollarium. Hinc in Serie aequidiftantium, fi defit Terminus quivis, 
poteft is inveniri per hanc Propofitionem. Ut fi fint quinque Termini 
a, b, c , d , e\ eorum relatio erit a —4 l-\-6c — ±d-\-e=zo ; & ex hac JE- 
quatione dabitur eornm quilibet quamproxime ex datis reliquis. 

Et notandum eft Terminum quemvis, ceteris paribus, eo accuratius 
definiri, quo propius conflet medio omnium : atque errores a vero efife 
quamproxime ut Coefficientes numerales Terminorum quaefitorum re¬ 
ciproce. Confiflat igitur Terminus quaefitus vel in medio omnium vel 
eidem quantum fieri poteft proximus. 


a — h—o 
a — ib-\-c=o 
a —3 ^ 4“3 c — d—o 


Exemplum. 
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Exemplum. 

Quadratur Logarithmus numeri 53 ex datis Logarithmis numerorum 
aliquot antecedentium. Pone a pro Logarithmo quaefito, eritque 

/, 52=^=1.71600.33436 
/,51=^=1.70757.01761 
/,50=^=1.69897.00043 
/, 49 =i?= 1.69019.06800 
/, 48 =/= 1.68124.123 74 
/, 47=^=1-67209.78579 

Deinde relatio inter feptem Terminos a , #, r, </, y g, erit 
a — 6 b-\- 1 $c —20 d -j—15^ — 6/+g = o, adeoque a = 6/>—15*: _L 
20 d — 15 e-\- 6 f — g: ubi fubftituendo pro b , r, ^/, e> /, g, fuos valores, 
habebitur 1.72427.58726 pro a five Logarithmo numeri 53, exiftente 
.00000.00030 errore in excefiu. Ceterum fi dentur fex Logarithmi quo¬ 
rum tres confiftunt ante, & tres reliqui poft illum qui quaeritur; in eo 
inquam cafu Logarithmus quaefitus accuratiflime definietur. 

Igitur defignent A, B, C, D, &c. fummas datorum Terminorum 
qui hinc inde aequaliter diftant a quaefito, & ejus valores erunt ut in 
Tabula fequente 

A 
2 — 

2 

4A—B 

4 6 

5 J 5 A——6B-f-C 

20 

g 56 A—28B-|-8C—»D 

7S 

| 210A—i2oB-f~45C—-ioD-|-E 

10 | 252 

&c. 

Dentur verbi gratia Logarithmi numerorum 50, 51, 52, 54, 55, 56 
& oporteat invenire Logarithmum numeri 53. Pone 9 

*» 5 2 -K 54 = 3 - 44839-7 io 34 

(» 51 +^ 55 = 3 - 44793-28656 
A 50+4 5 6 = 3 - 447 I 5 -So 3 i 3 


Dein 
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Dein pro A, B & C fubftitue hofce valores in Expreffione pro fex 
Terminis, & prodibit t. 72427.58695 pro Logarithmo numeri 53, ex- 
iftente unitate errore in ultima figura. Hinc in Tabulis Logarithmi- 
cis, Trigonometricis, Aftronomicis, aliifque ejufmodi •, fi defit forte 
Terminus quivis, poteft is inferi per hanc Propofitionem ; vel fi fuf- 
picio fit Terminum quemvis erroneum effe, poteft eadem methodo 
corrigi. Nam Exprefliones hic exhibitae funt generales, utique quae 
non dependent ex natura Tabulae cujufvis particularis. 

Propositio XXXIII. 

Defipnent &c. e y y, /S, a y a y b y c y c! y e y Qfc. Terminos 
alternos in Serie ut linque excurrente in infinitum , 
ponatur A=a-\-a , B = £-f-/3, C = c + y, D = 

E ~e J r£, & fic porro y atque Terminus in medio in¬ 
ter a & a confijlensy qualis erit 


7XA + 

h xA — B + 


> 


X 14A-28B+20C-7D+E + 


Coefficientes numerales literarum A, R, C, D, &c. funt differentis 
Unciarum in diverfis dignitatibus Binomii: Et Coefficientes qui du- 

11 3 

cuntur in totos Terminos, fcilicet —, &c. generantur per 

I 3 r 7 

continuam multiplicationem numerorum—, —, —-Er,&c.Hifce 
r 4.2’ 4.4 4.6 4.8 

vero praecognitis. Series ad libitum producitor. 

Et Series inveftigartir ponendo z—o in Cafu fecundo Propofitionis 
vigefimae; tunc enim- habebitur Ordinata five Terminus qui confiftit in 
medio omnium. 


Poffint 


Interpolatio Serierum. 153 

Poflint autem Termini Serie» in unam fummam colligi ut hic vides. 


2 

4 


6 ■ 
8 

10 


150A—25B4-3C 

256 

12 25 A— 245B4-49C—»5'P 

2048 ' j_ ( 

3 9690 A—8 8 2oB-)-2 2680-^405 P-}~3 5 E 
•' 65536' '• 


Prima Exprefiio eft primus Tmainus Seriei, fecunda eft Surbraa. 
primi & fecundi, tertia eft Summa trium primorum Terminofum, & 
iic deinceps. Ex datis itaque Termini» -alternis, intermedii confeftim 

dabuntur per hanc Tabulam vel per ipfam Seriem. Prima Expreflio — 

fufficit quando fecundus Terminus Seriei minor eft quam qui ingre¬ 
diatur computum; Et fimiliter m reliquis*, nam Termini Seriei fune 
differentias inter Exprefliones & veritatem quamproxime : adeoque fem- 
per fcire licet quaenam expreflio fufficit propofico. 

Exempli gratia, fi quoratur Logarithmus numeri 53 ex datis iis 
numerorum 46, 48, 50, 52, 54, 56, 58, 60 *, pone 


/, 52. 

K 5 °' 
/, 48 
h 


‘li 54 —^=3.44839.7.1035 
-f, 56=8=3.44715.80313 
58=0=3.44466.9*2309 
4 -'60=0=3.44090.908 20 


Et hifce valoribus feriptis in Serie, vel in Exprefiione pro o<fto Ter* 
minis, habebitur 1.72427.58696 pro Logarithmo numeri- 53. Et e&- 
dem ratione invenire licet quemvis alium intermedium* In Conflru- 
ftione ergo Tabularum fufficit primo quasrere aliquos Terminos in da¬ 
bitis diftantiis; nam reliqui poliunt hac methodo inferi. Etenim con¬ 
tinue intercalandi funt Termini primo inventi, ufque dum perventum 
fuerit ad ultimos qui ingrediuntur Tabulam. Et notandum eft, opor¬ 
tere Omnes Terminos computari circa initium Tabulae propter magnas 
differentias *, dein per faltum pertranfire licet alternos decrefcentibus 
differentiis *, & poftea ternos, feptenofque ubi differentiae funt minores. 
Et haec eft methodus quam praecipit Newtonus: ceterum proferendae 
funt regulas particulares dedmftae ex natura Tabui* aonftruendo i ete¬ 
nim hae minore labore plerumque abfolvent opus. 


FINIS . 


ERRATA. 


pAG. 4. 1. 5- pro Z + J > ^ge z + |-. 

Pag. 8. 1 . 18. pro 2+4, lege z —4. 

Pag. 44. 1. 8. pro T'x —lege Tx^-“ 

Pag. 67. 1 . 12. pro B= lege C — B. 

° ' r I4.29.29 ° I4.29.29 

Pag. 76. 1 . 26. pro lege 

Pag. 80. 1 . 13. pro 2xyy, lege 2 xyy. 

Pag. 83. 1 . pen. pro eritque, lege erit. 

Pag. 91. 1 . 21. dele &c. 

1 , 1 

Pag. 04. 1 . 12. pro -, lege -. 

& 1999 2000 

Pag. 115. 1 . 12. pro media, lege medio. 

Pag. 120. I.3. pro periferiae, lege femiperiferiae. 

Pag. 122. 1 . 15. pro 46, lege 4, 6 . 

Pag. 136. I.28. pro y 4 _ 7 = IO > Iege# + j-= 11. 

•Pag. 137.1.5- pro lege »= j-. 

ibid. I.21. pro ^=501, lege #=501—. 

Pag. 147. 1 . 18. pro Ordinatae, lege Ordinata. 

Ibid. 1. 25.’ pro I*, lege 



















